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Resum
La introducció dels feixos amb polaritzacions no uniformes ha aportat grans
avenços en multitud d’àrees. En un nivell més fonamental, ha permès entendre
la naturalesa de la llum d’una manera més amplia, estenent les teories
òptiques conegudes, com l’escalar, a d’altres més precises com la vectorial.
La síntesi de feixos amb una distribució no uniforme de la polarització
segueix sent una tasca desafiant. Mentre que algunes tècniques utilitzen
sistemes totalment òptics, en aquesta tesi, s’ha optat per incorporar
dispositius optoelectrònics per modular la llum, obtenint així una major
flexibilitat a la hora de dissenyar el feix. Per altra banda, el muntatge
òptic utilitzat està basat en un interferòmetre de Mach-Zehnder per tal
de manipular les dues components del feix, d’una manera independent,
en cada braç de l’interferòmetre. D’aquesta manera, utilitzant en cada
braç de l’interferòmetre un modulador de cristall líquid, tenim la capacitat
de modular ambdues components del feix incident. Aquests moduladors
són els proporcionats per Holoeye, concretament el model HEO 0017, els
quals treballen en transmissió. Compten amb una configuració pixelada,
dotant-nos d’una capacitat de modulació espacial amb una resolució de
32µm. Complementant aquesta modulació amb una tècnica d’holografia
digital, som capaços de modular tant l’amplitud com la fase d’ambdues
components del camp i, per tant, d’esculpir qualsevol forma amb qualsevol
distribució de la polarització. Per tal de mostrar aquesta flexibilitat, s’ha
sintetitzat un conjunt de feixos amb diversos perfils i diverses distribucions
de la polarització.
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Els feixos generats s’han avaluat mitjançant un analitzador, compost d’una
làmina retardadora l/4 i un polaritzador lineal, enfront d’una càmera CCD
de 14 bits de rang dinàmic del model Stingray F080B A5G. D’aquesta manera,
s’han obtingut les distribucions dels paràmetres d’Stokes en el pla de la
càmera.
Aprofitant aquesta capacitat de modulació, s’ha dissenyat una tècnica
d’encriptació hologràfica utilitzant el mateix sistema òptic amb lleugeres
modificacions. Les claus secretes, que garanteixen la seguretat en la
codificació, són màscares de polarització. Per incrementar el nivell de
seguretat del sistema, s’han afegit dos paràmetres físics necessaris per
poder desencriptar la informació. A més, s’ha simulat, sobre els resultats
experimentals obtinguts, la resposta del sistema sota condicions de molt
baixa il·luminació. Aquestes condicions, sovint utilitzades en treballs previs,
augmenten significativament la robustesa del mètode d’encriptació.
Un cop garantida la correcta manipulació d’ambdues components d’un feix
paraxial, s’ha procedit a desenvolupar un marc teòric per sintetitzar feixos
altament focalitzats amb una polarització tridimensional arbitrària. Per tal
d’obtenir aquests feixos, s’ha utilitzat un objectiu de microscopi amb una
obertura numèrica de NA=0.85, on s’ha modulat el camp en la pupil·la
d’entrada mitjançant el mètode hologràfic anterior. El disseny del camp en
la zona focal, en funció de la distribució de la polarització en la pupil·la
d’entrada, s’ha realitzat en el marc de la teoria vectorial desenvolupada
per B. Richards i E. Wolf. Per avaluar el funcionament del sistema, s’ha
sintetitzat un feix altament focalitzat amb polarització circular en qualsevol
pla, i s’ha comparat els resultats obtinguts experimentalment amb els extrets
numèricament.
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La definició del grau de polarització en feixos altament focalitzats, encara
ara, genera certs debats degut a que no es pot expandir d’una manera
inequívoca com una suma directa del camp totalment polaritzat i del camp
totalment despolaritzat. En aquesta tesi, hem fet l’estudi en el marc dels
paràmetres d’Stokes generalitzats, obtenint una correspondència entre la
distribució del paràmetres d’Stokes en la pupil·la d’entrada i la distribució del
paràmetres d’Stokes de la contribució transversal del camp focalitzat. S’ha
proposat un feix paraxial, que, un cop focalitzat, genera un camp amb les
components transversals despolaritzades i que compta amb una component
longitudinal no nul·la. Aquests tipus de feixos són de gran utilitat, entre
d’altres camps, en la confecció de capes de invisibilitat.
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Capítol 1
Introducció
L’estudi de la llum sempre ha despertat gran curiositat, ja els primers
pensadors tenien clar que era una disciplina clau per entendre la natura. La
seva percepció ha anat canviant al llarg de la història, fins i tot, alternant-se
el seu enteniment entre una naturalesa crepuscular i ondulatòria. Per altra
banda, els coneixements adquirits sobre la llum, i la seva interacció amb la
matèria, ha permès fer grans avanços en moltes altres àrees del coneixement.
Avui en dia tenim una idea molt àmplia del que és la llum i la seva versatilitat
ens ha aportat un ventall immens d’eines i aplicacions, tant en la vida
quotidiana, com en el món de la recerca.
1.1. Estat de la qüestió
L’estudi de la llum és una de les més antigues disciplines de la física,
remuntant-se en la època dels clàssics. En quant a l’aplicació de l’òptica, és
notable la importància que ha tingut en la la història de l’observació celeste
[Wal87]. En una època més moderna, podem remarcar els coneixements
desenvolupats entorn a l’espectroscòpia dels elements i dels processos atòmics
[SW80]. Mentre que en un marc més fonamental, la teoria de la difracció de
la llum, juntament amb el principi de Huygens, va significar un gran avenç
en la comprensió de la naturalesa de la llum [RDP+89, OSKP04, Goo05].
Finalment, la introducció de l’emissió estimulada, permetent l’aparició del
làser, va obrir la porta a una multitud d’estudis entorn a propietats de la llum
que es desconeixien [Hak83,VOR+84].
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Durant molts anys, i encara ara, la polarització ha estat una propietat
importantíssima de la llum. La seva propagació i interacció amb la
matèria ha estat extensivament explorada i analitzada. Un dels primers
usos dels quals es té constància es remunta a la època dels víkings,
que utilitzaven pedres de calcita per a orientar-se en alta mar en dies
ennuvolats on no era possible posicionar el sol [BBE+13]. En la modernitat,
la polarització ha aportat nombroses millores en camps tant diversos com
en metrologia, emmagatzematge de dades, telecomunicacions, ciència de
materials, astronomia i, fins i tot, en un ampli marc entorn a la recerca
biomèdica [Shu10,Gol10]. Mentre que clàssicament els estudis principalment
s’emmarcaven en la polarització espacialment uniforme, com ara feixos
linealment, circularment o el·lípticament polaritzats; recentment la llum amb
polaritzacions no uniformes ha despertat gran interès, degut a la àmplia
capacitat de millora en la funcionalitat dels sistemes òptics que atorguen
aquest feixos [Zha09, SP09, APS12]. Per exemple, els feixos radialment
polaritzats poden ser focalitzats en una àrea més reduïda que els feixos
convencionals, alhora que presenten una gran component longitudinal no
propagativa [QDE+00, YB00, DQL03]. D’aquesta manera, la PSF d’un
sistema òptic pot ser controlada, augmentant així la resolució en microscòpia
[SC04, BNS06, PVdN04]. Fins i tot, mitjançant llum no uniformement
polaritzada es poden generar feixos amb polaritzacions tridimensionals
[ATJ06], les quals aporten grans avantatges en el camp de les pinces òptiques
[Zha04, KYKS07, MBMUC+07, FLQA+09]. Tot i així, la síntesi de feixos
no uniformement polaritzats segueix sent una tasca desafiant. Mentre que
les tècniques estàtiques no permeten una generació dinàmica dels feixos
[TKK93,NMJW02,TJPJ+05,FPHHJVS06], els moduladors de cristall líquid,
juntament amb les tècniques d’holografia digital, ens aporten gran flexibilitat
en aquest àmbit [CCB94,DMCS00,EMG01,WDN+07].
L’holografia va ser introduïda per Dennis Gabor [Gab48], motiu pel qual va
ser premiat amb el Premi Nobel de Física l’any 1971. Cal dir, però, que fins la
introducció del làser, l’holografia òptica no es va poder desenvolupar per falta
de fonts de llum coherent [Den62, LU62]. Posteriorment, es va encetar una
apassionant etapa on es varen trobar multitud d’aplicacions [Har96, Cau12,
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CPF+00]. La incorporació en els laboratoris, per una banda, de les càmeres
CCD i, per altra banda, dels moduladors de cristall líquid, va possibilitar la
captura i reconstrucció digital dels hologrames [DCC+99, ASdlL+02, Arr03,
SJ05].
La encriptació òptica va esdevenir una aplicació de la holografia de gran
interès, per la efectivitat en la seguretat i l’elegància del mètode [MNPC+09,
AB09]. Concretament, una de les tècniques més esteses per la seva robustesa
és l’anomenada encriptació mitjançant una doble mascara aleatòria de fase
[RJ95,WWC96,GBJR98]. Tot i així, s’han descrit vulnerabilitats en el mètode
[CMUAJ05, FCNJ07, TTS+10] les quals poden ser reforçades afegint graus
de llibertat en el sistema [MJ99, UJS00]. Una alternativa que incrementa
notablement la seguretat sota atacs desautoritzats, és l’encriptació amb
la polarització i el desfasament entre les component del feix que conté
la informació codificada. D’aquesta manera, les claus secretes esdevenen
màscares de polarització [TMOS+01,MJ04,BHT+06]. Un altre reforç de la
seguretat es pot efectuar treballant en condicions de molt baixa il·luminació,
on calgui efectuar un compteig dels fotons que arriben al pla d’observació
[PCCJ11].
El control del camp electromagnètic en la zona focal d’un objectiu d’alta
obertura numèrica és de vital importància per un gran nombre d’aplicacions,
com per exemple en litografia, microscòpia confocal, emmagatzematge de
dades, pinces òptiques, acceleració de partícules, òptica no lineal, òptica
quàntica... [Zha09]. En condicions d’alta focalització, la distribució de la
polarització del feix esdevé determinant en la generació de l’estructura del
camp en la zona focal [KS07, HKWL10]. Així, l’estudi que cal fer recau
sobre una descripció vectorial del camp electromagnètic [RW59, NH12].
Considerant d’aquesta manera el caràcter vectorial de la llum, es pot
comprovar com totes tres components es posen de manifest en la regió
propera al focus, donant lloc a una distribució vectorial no uniforme
del camp elèctric [DQL03, DB04, WSL+08]. Així doncs, per a tenir un
bon control del camp en la zona focal és necessari un control total de
l’amplitud complexa i de la polarització del feix incident al sistema de
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focalització [MHJC13]. Concretament, la síntesi d’un feix altament focalitzat
i circularment polaritzat en qualsevol pla de la zona focal és d’especial interès
en, per exemple, la microscòpia basada en la generació de tercer harmònic
[BB03,OTS03,MSB09], en plasmònica i nano-òptica [GNKH08, VAB+10] i
en l’activitat òptica durant l’anàlisi químic [Bar04, IR04].
En els feixos altament focalitzats, l’avaluació del grau de polarització ha
esdevingut una àrea d’estudi molt atractiva [LPS+07, FT09, ANV13b]. Els
primers estudis sobre camps altament focalitzats i parcialment focalitzats es
varen desenvolupar sobre la teoria escalar de la llum, ometent així el caràcter
vectorial del camp electromagnètic [WFW97, FV04]. Tot i que, encara ara,
hi hagi un cert debat obert sobre la definició del grau de polarització
tridimensional [ANV13a], l’anàlisi vectorial del grau de polarització en feixos
altament focalitzats sovint es desenvolupa en el marc de la matriu de densitat
espectral [SSKF02, LFSK05, LFS14]. En l’àmbit d’aplicació trobem que, els
feixos altament focalitzats amb les components transversals no polaritzades,
i amb una component longitudinal rellevant, poden ser importants en
tomografia, espectroscòpia plasmònica o, fins i tot, en capes d’invisibilitat
[ESB+10,KPT+11,FBL+12].
Per tot el que s’ha explicat en aquesta secció, l’objectiu principal que es
planteja en aquesta tesi és dissenyar un muntatge òptic que sigui capaç de
sintetitzar camps de llum amb un polarització tridimensional no uniformement
distribuïda. Per poder assolir aquest objectiu caldrà, per una banda, dominar
una tècnica hologràfica que permeti esculpir arbitràriament, tant la forma
d’un feix paraxial, com la seva distribució de la polarització. Per altra banda
serà necessària la plena integració del conjunt format pel sistema òptic i
l’ordinador amb el conjunt d’eines informàtiques, per tal de poder realitzar
una correcta gestió dels elements electrònics del sistema òptic. Tot això,
emmarcat en la rigorosa argumentació teòrica que justifica els procediments
realitzats.
6
1.2. Esquema de la tesi
En el marc estructural, la tesi es separa en tres parts ben diferenciades.
En aquesta primera part, s’introdueix i es justifica el camp de treball en el
què es desenvolupa la tesi. A continuació, en la segona part, es presenten
els articles publicats durant la realització del doctorat i que conformen el
compendi d’articles. Finalment, la tercera part recull, en un primer capítol,
un resum de l’argumentació teòrica i una descripció detallada de la realització
experimental, i en un segon capítol, les conclusions que se’n desprenen.
En el marc conceptual es tracten quatre grans blocs, tots ells entorn a
la síntesi de camps vectorials de llum amb polarització tridimensional no
uniforme mitjançant holografia digital:
– Síntesi hologràfica de feixos paraxials. Aquest bloc descriu la tècnica
desenvolupada per sintetitzar feixos paraxials amb una distribució de la
polarització i un perfil arbitrari i no uniforme mitjançant la holografia digital.
– Caràcter tridimensional dels camps vectorials de llum. En aquest bloc es
repassa el caràcter vectorial de la llum i la no nul·litat de la component
longitudinal del camp electromagnètic, fins i tot en feixos en aproximació
paraxial. Aquest estudi es fa en el marc de la teoria desenvolupada per B.
Richards i E. Wolf. Per dotar de practicitat l’argumentari, s’inclou a mode
d’exemple, la síntesi d’un feix altament focalitzat circularment polaritzat en
qualsevol pla dins la zona focal.
– Polarització en els feixos altament focalitzats. Aquest bloc introdueix
l’anàlisi de la polarització en camps que s’allunyen notablement de la
paraxialitat. L’estudi es desenvolupa entorn a les matrius de densitat
espectrals, les quals condensen la informació de la polarització i la
coherència del camp. Per la seva utilitat en certes aplicacions pràctiques, es
presenta i s’implementa experimentalment un feix altament focalitzat amb
la component transversal despolaritzada i amb la component longitudinal no
nul·la.
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– Encriptació òptica mitjançant polarimetria en condicions de molt baixa
il·luminació. En l’últim bloc tractat es desenvolupa una aplicació pràctica del
sistema dissenyat. Utilitzant el potencial del sistema de modulació i síntesi de
feixos polaritzats no uniformement, s’ha ideat un mètode d’encriptació òptica
mitjançant claus de polarització. Per incrementar el grau de seguretat de la
tècnica sovint s’utilitzen condicions de molt baixa il·luminació. Per aquest
motiu s’ha simulat, sobre els resultats experimentals, la resposta del mètode
en condicions en les què es fa necessari el compteig de fotons.
1.3. Llistat de publicacions
Aquesta tesi es presenta en el marc de les tesis compostes com a compendi
d’articles. A continuació es llista el seguit d’articles publicats durant la
realització del doctorat i que, seguidament, s’adjunten en la segona part de
la present tesi. A més, es citen les comunicacions en els diferents congressos
en els què s’ha participat.
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Abstract: Methods for generating beams with arbitrary polarization based
on the use of liquid crystal displays have recently attracted interest from a
wide range of sources. In this paper we present a technique for generating
beams with arbitrary polarization and shape distributions at a given plane
using a Mach-Zehnder setup. The transverse components of the incident
beam are processed independently by means of spatial light modulators
placed in each path of the interferometer. The modulators display computer
generated holograms designed to dynamically encode any amplitude value
and polarization state for each point of the wavefront in a given plane.
The steps required to design such beams are described in detail. Several
beams performing different polarization and intensity landscapes have
been experimentally implemented. The results obtained demonstrate the
capability of the proposed technique to tailor the amplitude and polarization
of the beam simultaneously.
© 2013 Optical Society of America
OCIS codes: (260.5430) Polarization; (090.1760) Computer holography; (070.6120) Spatial
light modulators.
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1. Introduction
The propagation of polarized light and its interaction with matter have been extensively ex-
plored in the fields of optical inspection and meteorology, display technologies, data storage,
optical communications, material sciences and astronomy, as well as in biological research [1].
While early studies mainly dealt with spatially homogeneous polarization states, in recent years
interest in arbitrary spatially-variant polarized beams (ASPBs) has increased significantly due
to their special properties compared to homogeneously polarized beams, which can thereby
enhance the functionality of optical systems. Nevertheless, the generation of ASPBs can be a
difficult task; while static techniques do not allow dynamic encoding of ASPB patterns [2–5],
a solution can be found using spatial light modulators (SLMs) which can be considered as
reconfigurable phase retarder devices controlled by computer [6–16].
In this paper we present a method for generating beams with arbitrary polarization and shape
distributions (BAPS) at a given plane. Our approach is based on a Mach-Zehnder setup com-
bined with a translucent SLM in each path of the interferometer [17]. The transverse com-
ponents of the incident light beam are processed independently and modified by means of
specifically designed holograms calculated using a procedure derived from Arrizo´n’s method
to encode complex signals [18, 19]. The processed transverse components are recombined and
imaged on a CCD camera. Our approach allows us to encode any polarization state at each
point of the wavefront and the amplitude may also be modeled so as to obtain a particular shape
in a given plane.
The paper is organized as follows: in section 2 we present the optical setup required to gener-
ate BAPS, while the algorithm for calculating complex-valued holograms is reviewed in section
3. Several examples of experimentally generated BAPS that illustrate how this method is used
in practice are found in section 4. Finally, the conclusions are summarized in section 5.
2. Optical setup
Figure 1 shows the experimental setup based on a Mach-Zehnder interferometer. An unpolar-
ized HeNe laser beam passes trough linear polarizer P1 set at 45  with respect to the x direction;
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this field (Ein) is described by Ein = Ein2(x,y)e1+Ein1(x,y)e2, where e1 and e2 are unit vec-
tors in the x and y directions. Later, Ein is split into two beams by means of a polarizing beam
splitter, PBS1. Reflected by mirror M1 or M2, the split beams pass through different wave
plates which rotate the oscillating plane and set the modulator in order to achieve the desired
modulation curve. Afterwards, the light passes through modulator SLM1 or SLM2 which dis-
play complex transmittances h1(x,y) and h2(x,y), respectively. Each of the displays used is a
translucent twisted nematic Holoeye HEO 0017 with a resolution of 1024⇥ 768 pixels and
32µm of pixel pitch. Then, the light is recombined by means of the second polarizing beam
splitter PBS2 and fed into the on-axis reconstruction system consisting of a 4 f -Fourier lens
system. Note that a spatial filter in the back focal plane of L1 is needed to remove higher-order
diffracted terms generated by the holograms h1(x,y) and h2(x,y). Finally, the resulting field is
analyzed by means of P2 and the final irradiance is recorded by the CCD camera. The output
field (Eout(x,y)) at the camera plane is
Eout(x,y) = Ein1(x,y) h1(x,y)e1+Ein2(x,y) h2(x,y)e2 = (1)
= A1(x,y)exp(iφ1(x,y))e1+A2(x,y)exp(iφ2(x,y))e2 .
Where A1(x,y) and A2(x,y) are the amplitude distributions of Eout(x,y) in the x and y direc-
tions respectively and φ1(x,y) and φ2(x,y) are the corresponding accumulated phase shifts. The
total phase delay between components x and y of Eout(x,y) is φ(x,y) = φ2(x,y)  φ1(x,y).
For convenience, we write A1(x,y) = Ash(x,y)a1(x,y) and A2(x,y) = Ash(x,y)a2(x,y) with
a21(x,y)+a22(x,y) = 1, where Ash(x,y) is the beam shape distribution. In this way, the oscillation
orientation distribution at each point (x,y) of the wavefront is θ(x,y)= tan 1(a2(x,y)/a1(x,y)).
For simplicity, the magnification introduced by the imaging 4 f system is not taken into account.
HeNe
laser
P1
coll.
lens
PBS1
M2
λ/2 plate2
λ/4 plate2
λ/2 plate1
λ/4 plate1
SLM2
SLM1 PBS2 L1
spatial
filter
L2 P2
CCD
camera
f1 f1 f2 f2
M1
Ein1
Ein2
e1
e2 e3
Fig. 1: Sketch of the experimental setup.
3. Codification procedure
Arrizo´n developed a cell-based holographic algorithm for encoding complex optical signals
in SLMs with arbitrary amplitude and phase distributions [19]. Here, we briefly summarize
the steps required to generate holograms able to shape the amplitude and the phase of the
wavefront. Figure 2(a) is a polar diagram of the set of complex values accessible by modulators
SLM1 (blue dots) and SLM2 (red dots). Both curves have been determined using the method
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presented in [20], which is appropriate for transmissive twisted-nematic modulators. The wave
plates are oriented as follows: SLM1, λ/2 at 70  and λ/4 at 145 ; SLM2, λ/2 at 150  and
λ/4 at 35  (these angles are from the fast axis of the wave-plate). From Fig. 2(a) it is apparent
that: (i) the amplitude modulation is not constant and no phase-only modulation would be
possible using this device; (ii) the phase values are limited to the range [0 , 240 ]; and (iii)
the displays perform in similar but not identical ways. Note that the phase origin of SLM2
is shifted by fine tuning the optical path of the corresponding arm of the interferometer. The
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Fig. 2: (a) Modulation response M for the Holoeye displays SLM1 and SLM2. The Fig. also
shows how Cnm can be accessed as a combination of M(1)nm , M(2)nm , E(1)nm and E(2)nm . (b) Double
pixel hologram approach: four pixels of the SLM that have values M(1)nm and M(2)nm are required
to encode each complex value, Cnm.
holographic algorithm takes advantage of the amplitude-phase coupling of these displays to
achieve full-complex modulation with two SLMs. Let Cnm be the complex value to be coded
at position (n,m). If Cnm does not belong to the modulation curve M, it can be written as
Cnm=M(1)nm  E(1)nm andCnm=M(2)nm  E(2)nm whereM(1)nm andM(2)nm are points onM (see Fig. 2(a) for
details). SelectingM(1)nm andM(2)nm in such a way that E(1)nm = E(2)nm thenCnm=
⇣
M(1)nm +M(2)nm
⌘
/2.
Following the cell-oriented holograms approach, four pixels in the SLM are required to encode
each complex value, Cnm, as depicted in Fig. 2(b). Using this pixel arrangement, the optical
Fourier transforms of M(1)nm and M(2)nm are reconstructed on-axis whereas the undesired terms
E1nm and E2nm are diffracted off-axis; to remove their contribution, a spatial filter is placed at the
back focal plane of lens L1. Finally, the desired distribution is reconstructed on-axis at the back
focal plane of lens L2 (CCD plane).
Figure 3 shows all the possible values for Cnm that can be obtained as a combination of two
pointsM(1)nm andM(2)nm that belong to the modulation curves. Blue and red dots indicate the points
of the complex plane that can be accessed by SLM1 or SLM2, respectively. Consequently, if the
phase origin of SLM2 is shifted 60  with respect to the other display, the system can access any
amplitude value and phase difference φ(x,y) between the two components within the circle of
transmittance T = 0.4. Although the relative phase delay, φ(x,y), can be achieved from many
pairs φ1(x,y) and φ2(x,y), it is necessary to emphasize that this pair of phase distributions has
to be smooth and without phase jumps across the beam.
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Fig. 3: Accessible values using the codification procedure (SLM1 in blue, SLM2 in red). The
black dashed line delimits the useful values.
4. Results
Four different beams with arbitrary polarization and shape distributions have been considered.
The first case (Fig. 4(a)) is a radially polarized beam. In the second, (Fig. 4(b)), the oscillation
orientation changes according to the law θ(x,y) = 4tan 1(y/x). In these two cases, the shape
Ash(x,y) remains constant. However, the illumination is not uniform due to the expanded Gaus-
sian incident beam. The third case, (Fig. 4(c)), is a Laguerre-Gauss 10 mode (Eq. 2a), where the
inner part of the beam is radially polarized and the external ring is azimuthally polarized. The
last case considered, (Fig. 4(d)), is a doughnut-shaped beam following Eq. 2b; in this case the
oscillation orientation and the phase delay are θ(x,y)= tan 1(y/x) and φ(x,y)=±2tan 1(y/x)
respectively. The + sign stands for right-handed polarization states whereas the   sign is used
for left-handed cases.
Ash(x,y) ∝ exp
✓
 x
2+ y2
w20
◆
L01
✓
 x
2+ y2
w20
◆
(2a)
Ash(x,y) ∝ (x2+ y2)1/2 exp
✓
 x
2+ y2
w20
◆
(2b)
Fig. 4: (a) Gaussian beam with radial polarization, (b) Gaussian beam with ‘star-like’ polariza-
tion, (c) L01 Laguerre-Gauss beam displaying different polarizations in the external ring and in
the inner disc and (d) doughnut-shaped beam with φ(x,y) =±2tan 1(y/x).
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Note that w0 is the beam waist radius and L01 is the first generalized Laguerre polynomial.
For the Laguerre-Gauss 10 and the doughnut-like cases, the effect of the input beam has been
compensated for in the respective holograms. Four pairs of holograms have been calculated
to generate the beams described above. The corresponding experimental light distributions ob-
tained at the CCD plane are presented in Fig. 5. The first row shows the light distributions
without analyzer P2. Rows 2 to 5 display the results obtained for each beam when the analyzer
P2 is set at 0 , 45 , 90  and 135 , respectively.
The intensity patterns obtained clearly demonstrate that the synthesized beams behave as
expected. Nevertheless, implementation requires us to deal with some non-critical drawbacks:
(i) precise alignment of the different optical components is required, especially a good match
between the corresponding pixels of the SLMs; (ii) the selected method requires the use of
four-pixel cells to code each complex value, which means that the points available to define the
wavefront are reduced by a factor of four; and (iii) some light is lost due to the modulation used
(with a maximum transmittance T = 0.4, see Fig. 2).
To provide more insight about the method, an experimental measure of the Stokes parameters
(S0,S1,S2,S3) (SP) has been carried out [21]. The beam used to perform this measure is a non-
circular radially polarized Gaussian beam as shown in Fig. 6(a). In practice, these parameters
are easily obtained according to the following relations
S0 = I(0 ,0)+ I(90 ,0) (3a)
S1 = I(0 ,0)  I(90 ,0) (3b)
S2 = I(45 ,0)  I(135 ,0) (3c)
S3 = I(45 ,π/2)  I(135 ,π/2) , (3d)
where I(α,β ) stands for the recorded intensity when the analyzer P2 is set at an angle α with
respect to the x direction; β is the retardation between the x and y directions. Related to the SP,
the degree of polarization P (DP) is
P=
 
S21+S22+S23
S0
. (4)
Figures 6(b) to 6(f) show the obtained normalized parameters and the DP. These five images
are presented in false color using the jet colormap. S0 (Fig. 6(b)) represents the total intensity.
S1 (Fig. 6(c)) displays red and blue pixels in those areas where the dominant polarization is
in the x or y directions respectively. Note that the polarization direction changes smoothly,
according to a radially polarized pattern. A similar interpretation is possible for S2 (Fig. 6(d))
but for α = 45  and α = 135 . S3 (Fig. 6(e)), that compares the amount of right and left handed
circular polarization of the field, is almost zero everywhere. Finally, the DP is shown in Fig.
6(f): notice that P= 1 for the points of the beam and is nearly zero outside.
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Fig. 5: Experimental intensity patterns for different positions of the analyzer P2. All the exper-
imental images were recorded using an 8-bit CCD and displayed in false color using the hot
colormap to help assess the imperfections of the experimental beam.
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Fig. 6: Experimentally measured Stoke parameters: (a) Radially polarized elliptically-shaped
Gaussian beam, (b) S0, (c) S1, (d) S2, (e) S4, (f) P.
5. Conclusions
Here we present a method for generating light beams with controlled polarization and shape
using a Mach-Zehnder setup. The transverse components of the beam are manipulated inde-
pendently through the use of transmissive liquid crystal displays in each arm of the interfer-
ometer. Since the devices used are not able to modulate the phase from 0 to 2π and present
amplitude-phase coupling, a cell-oriented computer generated hologram algorithm has to be
used to encode the information; in this way, full complex modulation can be achieved. Differ-
ent beams with arbitrary polarization and shape distributions have successfully been obtained
experimentally thereby demonstrating the feasibility of the proposed technique.
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Abstract: We develop a method for generating focused vector beams with
circular polarization at any transverse plane. Based on the Richards-Wolf
vector model, we derive analytical expressions to describe the propagation
of these set of beams near the focal area. Since the polarization and the
amplitude of the input beam are not uniform, an interferometric system
capable of generating spatially-variant polarized beams has to be used.
In particular, this wavefront is manipulated by means of spatial light
modulators displaying computer generated holograms and subsequently
focused using a high numerical aperture objective lens. Experimental results
using a NA = 0.85 system are provided: irradiance and Stokes images of
the focused field at different planes near the focal plane are presented and
compared with those obtained by numerical simulation.
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1. Introduction
The propagation of electromagnetic field distributions generated at the focal region has been
extensively investigated in the last years [1–8]. Non-paraxial fields have demonstrated very
useful in many fields for instance in high-resolution microscopy, particle trapping, high-density
recording, tomography, electron acceleration, nonlinear optics, and optical tweezers [9]. Beam
shaping in the focal area of a high numerical aperture objective lens requires a careful design
of the input wavefront. In particular, full control of the complex amplitude and polarization
distributions of the paraxial input field is required to generate focused fields adapted to the
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requirements of a specific problem [10]. Interestingly, several authors described inverse meth-
ods to find the pupil function from a predetermined field distribution in the focal area [11, 12].
Light shaping can be accomplished by using an optical setup able to generate beams with arbi-
trary polarization and shape distributions at a given plane. This is usually carried out by means
of interferometric systems in combination with spatial light modulators and digital hologra-
phy [13–21]. The objective of this paper is to present a method for designing focused fields
with transverse circular polarization at any plane. Among many others applications, circularly
polarized tight focused beams are useful in resolution improvement [22–24], third harmonic
generation-based microscopy [25–27], plasmonics and nano-optics applications [28, 29], opti-
cal activity and chemical related problems [30, 31] or, conical refraction [32].
Using the Richards-Wolf vector diffraction theory, we derive analytical expressions to de-
scribe the propagation of these set of beams near the focal area. Complex amplitude and po-
larization of the input beam are manipulated by means of spatial light modulators (SLM) dis-
playing computer generated holograms. Numerical calculations and experimental results are
compared and analyzed. Accordingly, the paper is organized as follows: in section 2 we derive
the equations for describing circularly-polarized focused fields at any transverse plane. The ex-
perimental setup and the holographic procedure required to synthesize the beam are reviewed
in section 3. Experimental results including irradiance images and polarization analysis are
presented in section 4. Finally, the main conclusions are summarized in section 5.
2. Circularly-polarized highly focused beams
The electromagnetic field in the focal area of a high numerical aperture objective lens that obeys
the sine condition is described by the Richards-Wolf vector equation [33]
E(r,φ ,z) = A
Z θ0
0
Z 2π
0
p
cosθ ⇥ f1 (θ ,ϕ) e1 (ϕ)+ f2 (θ ,ϕ) eo2 (θ ,ϕ)⇤
⇥ eikr sinθ cos(φ ϕ)e ikzcosθ sinθ dθ dϕ ,
(1)
where A is a constant, r, φ and z are the coordinates in the focal area, and angles ϕ and θ are
the coordinates at the exit pupil; note that θ0 is the semi-aperture angle. Functions f1 (θ ,ϕ) and
f2 (θ ,ϕ) are the azimuthal and radial components of incident field respectively,
f1 (θ ,ϕ) = ES (θ ,ϕ) · e1 (ϕ) (2a)
f2 (θ ,ϕ) = ES (θ ,ϕ) · ei2 (ϕ) , (2b)
where ES(θ ,ϕ) = (ESx,ESy,0) is the input beam considered transverse and the dot stands for
the inner product. Vectors e1 and ei2 are unit vectors in the radial and azimuthal directions
whereas eo2 is the projection of ei2 on the convergent wavefront surface, as shown in Fig. 1.
This figure shows the geometrical variables used throughout this paper at different reference
surfaces. Vectors e1, ei2 and eo2 are given by
e1 (ϕ) = ( sinϕ,cosϕ,0) (3a)
ei2 (ϕ) = (cosϕ,sinϕ,0) (3b)
eo2 (θ ,ϕ) = (cosθ cosϕ,cosθ sinϕ,sinθ) . (3c)
To analyze the polarization structure of E(r,φ ,z), an alternative base of mutually perpendic-
ular unit vectors u+, u  and uz is used
u± = 1p2 (1,±i,0) uz = (0,0,1) , (4)
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Fig. 1. Notation and sketch of a highly focused optical system.
thus E(r,φ ,z) = E+ (r,φ ,z)u+ +E  (r,φ ,z)u +Ez (r,φ ,z)uz. According to Eq. (1), compo-
nents (E+,E ,Ez) read
E± (r,φ ,z) = Ap2
Z θ0
0
Z 2π
0
p
cosθ ⇥⌥ i f1 (θ ,ϕ)+ cosθ f2 (θ ,ϕ)⇤⇥
⇥eikr sinθ cos(φ ϕ)e ikzcosθ e⌥iϕ sinθ dθ dϕ (5a)
Ez (r,φ ,z) = A
Z θ0
0
Z 2π
0
p
cosθ sinθ f2 (θ ,ϕ)eikr sinθ cos(φ ϕ)e ikzcosθ sinθ dθ dϕ . (5b)
Notice that E± represent the right (+) and left (-) circular content of the transverse field
at the vicinity of the focus plane and Ez is the magnitude of the longitudinal component.
Since our goal is to generate a focused field whose transverse component is circularly po-
larized at any plane z, either E+ or E  has to be zero. This condition is fulfilled when
f1 (θ ,ϕ) =±icosθ f2 (θ ,ϕ), which is equivalent to
f1 (θ ,ϕ) =± icosθ g(θ ,ϕ) (6a)
f2 (θ ,ϕ) =g(θ ,ϕ) (6b)
where, g(θ ,ϕ) is an arbitrary function. Additional characteristics of the global field can be
obtained by choosing a suitable function g(θ ,ϕ). For example, to obtain a non-zero longitudinal
component at the axis implies that g(θ ,ϕ) = g(θ).
In what follows and without loss of generality we choose the plus sign, i.e. we deal with
right handed circularly polarized fields. For this kind of incident beams the transverse and
longitudinal components of E(r,φ ,z) become
E+ (r,φ ,z) = 2Ap2
Z θ0
0
Z 2π
0
p
cosθ cosθg(θ)e iϕeik sinθr cos(φ ϕ)e ikzcosθ sinθdθdϕ (7a)
E  (r,φ ,z) = 0 (7b)
Ez (r,φ ,z) = A
Z θ0
0
Z 2π
0
p
cosθ sinθg(θ)eik sinθr cos(φ ϕ)e ikzcosθ sinθdθdϕ . (7c)
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Fig. 2. Irradiance maps for a circularly-polarized highly-focused beam (NA = 0.85): (a)
|E+|2, (b) |Ez|2 and (c) I. (d) Profiles of I at z= 0 (red) z= 3λ (blue), z= 5λ (magenta)
and z= 7λ (black).
Integrating over ϕ , field components E+ and Ez take the form
E+ (r,φ ,z) = i4πAp2 e
 iφ
Z θ0
0
p
cosθ cosθ g(θ) J1 (kr sinθ) e ikzcosθ sinθ dθ (8a)
Ez (r,z) = 2πA
Z θ0
0
p
cosθ sinθg(θ) J0 (kr sinθ) e ikzcosθ sinθdθ , (8b)
where J0(x) and J1(x) are the first kind Bessel functions of order 0 and 1 respectively. Interest-
ingly, E+ presents topological charge e iφ and |E+|2 and |Ez|2 show circular symmetry.
Figure 2 show irradiance maps for (a) the transverse component |E+|2, (b) the longitudinal
component |Ez|2 and (c) the total field I= |E+|2+ |Ez|2 when a microscope objective NA= 0.85
(θ0 ⇡ 1 rad) is used. The illumination is assumed to be Gaussian i.e. g(θ) = exp
⇣
  1f0 sinθsinθ0
⌘2
and the filling factor f0 is set to 1. Notice that |Ez|2 presents high values at z= 0 and drops very
fast out of the focal plane. On the other hand, |E+|2 = 0 at r = 0 at any plane z. Figure 2(d)
shows the profiles of the total irradiance I at different distances from the focal plane (z = 0,
z= 3λ , z= 5λ and z= 7λ ).
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Fig. 3. Sketch of the optical setup. Light source: HeNe laser λ = 633nm; P1, P2 and P3:
linear polarizers; PBS1 and PBS2; polarizing beam splitters; M1 and M2: mirrors; HWP:
half-wave plate: QWP: quarter-wave plate; SLM1 and SLM2: spatial light modulators; L1,
L2 and L3: lenses; BS: beam splitter; MO: microscope objective.
3. Synthesis of beam ES
Figure 3 depicts an experimental setup based on a Mach-Zehnder interferometer able to gen-
erate arbitrary spatially-variant polarized focused beams. An extended explanation on how this
procedure can be used to generate beams with arbitrary polarization and shape can be found
in [17]. A linearly polarized input beam Ein is split into two beams by means of polarizing beam
splitter PBS1. Reflected by mirrors M1 or M2 the split beam (Ein1 or Ein2) passes through wave
plates HWP and QWP which rotate the oscillating plane and set the modulator to the required
desired modulation curve. Then, light passes through a translucent SLM (Holoeye HEO 0017)
displaying cell-based double-pixel holograms to encode complex transmittances Cx(x,y) and
Cy(x,y) [34].
Precise alignment of the different optical components is required, especially a good match
between the corresponding pixels of the two SLMs. This is carried out during the set up pro-
cedure by displaying the same distribution on SLM1 and SLM2 and imaging these scenes on
camera 1. Note that both displays are controlled independently. Then, the scene displayed on
one of the screens is shifted until a perfect match with the other one is accomplished. Shift
values are used later to adapt the holograms displayed on both SLMs.
These beams are subsequently recombined by means of polarizing beam splitter PBS2 and
fed into a 4f system. A spatial filter removes higher-order terms whereas allowing pass the syn-
thesized fieldES. The irradiance of this beam can be observed by means of camera 1. Afterward,
ES is focused by means of a high numerical aperture microscope objective (MO) NA = 0.85.
The beam in the focal area is reflected on a glass surface and imaged on camera 2. Polariza-
tion analysis is carried out by placing a polarizer (and a quarter-wave plate if required) next to
camera 2.
According to Eqs. (2) and (6), the synthesized beam ES has to be
ES = (cosϕ  icosθ sinϕ)g(θ)ex+(sinϕ+ icosθ cosϕ)g(θ)ey (9)
where ex and ey are orthogonal Cartesian unit vectors as shown in Fig. 1. In order to synthesize
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ES the following complex valued distributions are coded on each SLM
Cx(ρ ,ϕ) = cosϕ  i
 
1 ρ2 sinϕ (10a)
Cy(ρ ,ϕ) = sinϕ+ i
 
1 ρ2 cosϕ . (10b)
It is assumed that the radius of the entrance pupil is set to 1 and ρ = sinθ is the radial distance
from the optical axis at the entrance pupil plane (see Fig. 1).
Figure 4 is a polar diagram displaying the values of the complex plane accessible by the
codification method (gray small dots) and the set of physically accessible values by modulator
SLM1 (red dots). A certain value C can be accessed as a combination of phasors ML and MR,
that belong to the modulation curve, and EL and ER, that are diffracted off-axis and removed
by the spatial filter at the focal plane of lens L1. As shown in this Figure, not all values of
the complex plane are accessed by the encoding procedure. This drawback could be overcome
using a light source with a shorter wavelength to improve the modulation response of the SLM
[35]. However, if the subset of accessible valuesC within the circle of transmittance T = 0.3 is
used (see inset in Fig. 4), almost any complex transmittance can be generated. Non accessible
values are approximated to the closest one belonging to the subset.
Fig. 4. A certain complex value C is generated as a combination of phasors ML and MR
(that belong to the modulation response curve), and EL and ER that are diffracted off-axis
and removed. The inset shows the subset ofC values used to generate the holograms.
4. Experimental results
As explained in the previous section, the synthesized beam ES is focused by means of the ob-
jective lens and subsequently reflected on the cover slip, back-propagated through the objective
and imaged on camera 2 aided by lens L2. The cover slip (observation plane) is mounted on a
stage that enables to modify the observation distance z. Figure 5 (first row) shows the irradiance
I at z= 3.5λ , 5λ and 7λ . Distance z is estimated by comparing the angular average of the
experimental images with the numerical evaluation of I and |E+|2 (Eqs. (8a) and (8b)). These
curves are presented in the second row of Fig. 5. Notice that the irradiance at the focal plane
z= 0 is not analyzed due to lack of accuracy along the z-axis and insufficient resolution of the
camera. Furthermore, the sudden increase in irradiance around the focal plane complicates the
analysis, because camera is saturated.
To analyze the polarization of the focused beam a measure of the Stokes parameters has been
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Fig. 5. Experimental results at the observation plane: the first row corresponds to the image
captured by camera 2. These images are normalized to its corresponding maximum. The
second row shows the profile of the experimental images (black dots) and the numeric
evaluation of I(red solid line) for z= 3.5λ ,  5λ and  7λ .
carried out. These parameters are obtained according to
S0 = I(0 ,0)+ I(90 ,0) (11a)
S1 = I(0 ,0)  I(90 ,0) (11b)
S2 = I(45 ,0)  I(135 ,0) (11c)
S3 = I(45 ,π/2)  I(135 ,π/2) , (11d)
where I(α,β ) stands for the recorded intensity when a polarizer is set at an angle α with respect
to the x direction in front of camera 2; β is the retardation between the x and y directions [36].
Retardation β = π/2 is accomplished by using also a quarter wave plate. Once the Stokes
parameters are found in each point of the beam, the polarization map can be generated. Figure
6 show the Stokes images S0, S1, S2, S3 for the focused field at z= 3.5λ . Notice that the values
of images S1 and S2 are very close to zero, whereas the high values present in S3 demonstrates
that the field is circularly polarized.
In order to provide global parameters to describe the polarization of the whole beam, the
following cumulative values Si are introduced:
S2i =
∑S2i (k, l)
∑S20(k, l)
i= 1,2,3 (12)
where (k, l) are the indexes of the pixels of the Stokes image. Table 4 shows the values of S1,
S2, S3 for the three positions of the observation plane considered. A clear circular character of
the beam along the z-axis is recognized since S23  S21+S22 at any transverse plane z.
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Fig. 6. Stokes images of the focused field at z= 3.5λ .
Table 1. Si values for the three transverse planes z analyzed.
z S1 S2 S3
 3.5λ 0.053 0.044 0.965
 5λ 0.051 0.045 0.966
 7λ 0.052 0.047 0.967
5. Conclusions
In this paper, a method for generating highly focused beams with circular polarization at any
plane is presented. Using the Richards-Wolf diffraction formalism analytical expressions have
been developed to design such fields. The analysis of the field in the focal area shows that the ir-
radiance of the longitudinal component present very high values. The use of an interferometric
setup for generating beams with arbitrary polarization combined with the use of digital holog-
raphy techniques has enabled the experimental generation of such beams. Satisfactory practical
results have been obtained showing a good agreement between theoretical predictions and the
experimental behavior of the beam.
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1. Introduction
Three dimensional electromagnetic field distributions generated at the focal region of a high nu-
merical aperture (NA) focused system has been extensively investigated in the last years [1–21].
Non-paraxial fields have demonstrated very useful in many fields for instance in high-resolution
microscopy, particle trapping, high-density recording, tomography, electron acceleration, non-
linear optics, and optical tweezers. In most of the cases the study is concentrated on fully polar-
ized fields. However, partially polarized tightly focused fields are attracting some more atten-
tion [22–28]. Tailoring three dimensional vectorial electromagnetic distributions with specified
characteristics (shape, polarization, coherence, angular moment, etcetera) requires a careful de-
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sign of the incident beam. The objective of this paper is to develop a method for designing
focused fields with a non-polarized transversal component at any plane in the focal area and
a non-zero longitudinal component on axis. This kind of fields may be useful in tomography,
plasmonics spectroscopy, or invisibility cloaking [29–31].
Very recently we developed a framework for analyzing focused fields with specific polariza-
tion features when the optical system is illuminated with partially polarized light. This method
relates the circular content of the incident beam with the circular and longitudinal components
of the focused field [32]. Using this formalism, in this paper we derive analytical expressions
that link the coherence-polarization properties of a quasi-monochromatic statistically stationary
incident beam and the transversal part of a focused field. Taking these equations into account,
we provide sufficient conditions for the incident beam so as to obtain fields in the focal area
whose transversal component remains unpolarized for any z. These class of beams are imple-
mented experimentally by means of spatial light modulators (SLM) displaying computer gen-
erated holograms. Numerical calculations and experimental results are compared and analysed.
Accordingly, the paper is organized as follows: in section 2 we review the description of
highly focused partially polarized beams in terms of the angular spectrum. In section 3, this
framework is used for designing focused fields whose transversal part remains unpolarized for
any z. Section 4 includes an explanation of the optical setup used for generating these kind of
beams. Experimental results are presented and discussed. Finally, the main conclusions of this
paper are summarized in section 5.
2. Review of basic concepts
The electric field distribution at any point in the focal region of a high numerical aperture
focusing system is given by the well know Richards-Wolf integral [33]
E(r,j,z) = A
q0Z
0
2pZ
0
P(q)E0 (q ,f)eik sinqr cos(j f)e ikcosqz sinqdqdf , (1)
where A is a constant, related to the focal length and the wavelength, k is the wave number, r and
j denote here the polar coordinates at the focal plane, and angles f , q and q0 are represented in
Fig. 1. P(q) denotes the so called apodization function obtained from energy conservation and
geometric considerations. According to the characteristics of the problem, it can be advisable
to write the angular spectrum E0 in terms of the circular content of the beam instead of using
the conventional radial and azimuthal description [34]:
E0 (q ,f) = g1 (q ,f)v1 (q ,f)+g2 (q ,f)v2 (q ,f) , (2)
where g1 and g2 are, respectively, the right-hand and left-hand circular components of the inci-
dent field and v1 and v2 are mutually orthogonal unitary vectors that can be described in terms
of the radial and azimuthal vectors e1 and e2 by means of
v1 (q ,f) =
eifp
2
(e2+ ie1) (3a)
v2 (q ,f) =
e ifp
2
(e2  ie1) , (3b)
where
e1 (f) = ( sinf ,cosf ,0) (4a)
e2 (q ,f) = (cosq cosf ,cosq sinf ,sinq) . (4b)
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vm(q ,f)exp(ikr · s) (m= 1,2) are circularly polarized planar waves propagating along the di-
rection defined by s= (sinq cosf ,sinq sinf , cosq). Angular spectrum E0 can be understood
as the superposition of right and left circularly polarized plane waves. Notice that in the parax-
ial limit (q ! 0), v1 = 1p2 (1, i,0) and v2 = 1p2 (1, i,0) are the usual transversal circular plane
waves.
Fig. 1. Geometry, bases and variables involved.
The use of this circular basis is particularly useful in the analysis of the angular momentum
and when dealing with vortex beams [34–36]. Moreover, this basis is very suitable for designing
the polarization characteristics of the transverse component of a highly focused beam [18, 32].
We rewrite the field at the vicinity of the focus plane E as follows:
E= Ec
     
1p
2
ip
2
0
1p
2
 ip
2
0
0 0 1
      . (5)
where Ec = (E+,E ,Ez); here E+ and E  represent the right and left circular content of the
transverse field at the vicinity of the focus plane, and Ez is the magnitude of the longitudinal
component. Taking into account Eqs. (2) and (5), Eq. (1) is rewritten as
Ec (r,j,z) = A
q0Z
0
2pZ
0
g(q ,f)bA(q ,f)P(q)eik sinqr cos(f j)e ikcosqz sinqdqdf , (6)
where g= (g1,g2) and bA(q ,f) is a 2x3 matrix given by
bA(q ,f) = cos2(q/2)  sin2(q/2)e2if 1p2 sinqeif sin2(q/2)e 2if cos2(q/2) 1p
2
sinqe if
!
. (7)
Thus, Eq. (6) relates the circular components of incident field with the circular and longitudinal
content of focused field.
Let us next consider a quasi-monocromatic statistically stationary incident beam. On the one
hand, the coherence-polarization features of the input paraxial beam are characterized by means
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of the 2x2 matrix bG defined asbG(q1,f1,q2,f2) = ⌦g†(q1,f1)g(q2,f2)↵ , (8)
where the dagger † stands for transpose complex conjugate and the angular brackets indicate
statistical average. On the other hand, the coherence-polarization properties of the focused field
are fully contained in the 3x3 cross-spectral density matrix cWc given bycWc(r1,j1,r2,j2,z) = ⌦Ec† (r1,j1,z)Ec (r2,j2,z)↵ . (9)
By using Eqs. (6), (8) and (9) the relationship between cWc and bG is obtained:
cWc(r1,j1,r2,j2,z) = |A|2 q0Z
0
q0Z
0
2pZ
0
2pZ
0
bA(q1,f1)† bG(q1,f1,q2,f2)bA(q2,f2)
P(q1)P(q2)exp( ikr1 · s1)exp(ik1r2 · s2)sinq1 sinq2dq1dq2df1df2 . (10)
where r j = (r j cosf j,r j sinf j,z) and s j = (sinq j cosj j,sinq j sinj j, cosq j) with j= 1,2. Eq.
(10) relates coherence-polarization properties of the incident and the focused field in terms of
the circular polarization content.
3. Focused fields with unpolarized transversal component
In this section we concentrate on the transverse field components of Eq. (10):
 WcT (r1,j1,r2,j2,z) = |A|2 q0Z
0
q0Z
0
2pZ
0
2pZ
0
cAT (q1,f1)† bG(q1,f1,q2,f2)cAT (q2,f2)
P(q1)P(q2)exp( ikr1 · s1)exp(ikr2 · s2)sinq1 sinq2dq1dq2df1df2 . (11)
where WcT is a 2x2 matrix containing the transverse part ofcWc, andcAT is the 2x2 matrix defined
as cAT (q ,f) = ✓ cos2(q/2)  sin2(q/2)e2if sin2(q/2)e 2if cos2(q/2)
◆
. (12)
Let us now introduce cGT defined ascGT (q1,f1,q2,f2) = cAT (q1,f1)† bG(q1,f1,q2,f2)cAT (q2,f2) (13)
thus Eq. (11) can now be written in a more compact way
 WcT (r1,j1,r2,j2,z) = |A|2 q0Z
0
q0Z
0
2pZ
0
2pZ
0
cGT (q1,f1,q2,f2)P(q1)P(q2)
exp( ikr1 · s1)exp(ikr2 · s2)sinq1 sinq2dq1dq2df1df2 . (14)
To analyse the polarization of the transversal component we write the matrix WcT (r,j,r,j,z),
namely  WcT (r,j,z), in terms of the circular Stokes parameters Cn(r,z) = tr⇣ WcT (r,j,z)sn⌘
with n= 0,1,2,3; sn are the Pauli matrices [37]. According to Eq. (14),
Cn(r,z) = |A|2
q0Z
0
q0Z
0
2pZ
0
2pZ
0
CnT (q1,f1,q2,f2)P(q1)P(q2)
exp( ikr1 · s1)exp(ikr2 · s2)sinq1 sinq2dq1dq2df1df2 (15)
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beingCnT
CnT (q1,f1,q2,f2) = tr
⇣cGT (q1,f1,q2,f2)sn⌘ . (16)
CnT are the so-called circular generalized Stokes parameters as they are the analogue of the gen-
eralized Stokes parameters [37]. Eq. (15) is one of the main results of this paper, since provides
the relationship between the polarization properties of the incident beam and the transversal
part of focused field, in terms of the circular Stokes parameters.
An interesting application of the formalism developed above is the design of a a field in the
focal area whose transversal part is non-polarized. Taken Eq. (15) into account, the transversal
field is unpolarized when Cn(r,z) = 0 for n = 1,2,3. To this end we consider a beam whose
circular generalized Stokes parameters are given by
C0T (q1,f1,q2,f2) = 4h(q1,q2)cos(m(f1 f2)) (17a)
C1T (q1,f1,q2,f2) = 4ih(q1,q2)sin(m(f1 f2)) (17b)
C2T (q1,f1,q2,f2) =C3T (q1,f1,q2,f2) = 0 (17c)
here h(q1,q2) is a nonnegative definite function fulfilling h(q1,q2) = h(q2,q1)⇤. These Stokes
parameters correspond to a matrix cGT given by
cGT (q1,f1,q2,f2) = h(q1,q2)bU†(f1)bU(f2) (18)
where bU(f) = ✓  ie imf ieimfe imf eimf
◆
. (19)
Substituting Eq. (17) into (15) we get
C0(r,z) = 16p2 |A|2
q0Z
0
q0Z
0
P(q1)P(q2)h(q1,q2)Jm(kr sinq1)Jm(kr sinq2)
exp( ikrzcosq2)exp(ikzcosq1)sinq1 sinq2dq1dq2 (20a)
C1(r,z) =C2(r,z) =C3(r,z) = 0 (20b)
Hence, a field whose transversal part is unpolarized for any z and vanishes on axis is obtained,
regardless of the form of function h. According to Eqs. (13) and (18), the matrix of incident
beam bG now reads
bG(q1,f1,q2,f2) = h(q1,q2)⇣cAT (q2,f2)†⌘ 1 bU†(f1)bU(f2)cAT (q2,f2) 1 . (21)
Using Eqs. (10) and (21), and after some calculations, the following expression for the longitu-
dinal component of the focused field is obtained:
cWc(r1,j1,r2,j2,z)zz = 8p2 |A|2 cos((m 1)(j1 j2)) q0Z
0
q0Z
0
P(q1)P(q2)h(q1,q2) tanq1 tanq2
exp( ikrzcosq2)exp(ikzcosq1)Jm 1(kr1 sinq1)Jm 1(kr2 sinq2)sinq1 sinq2dq1dq2 (22)
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From Eq. (22) we conclude that, on axis, the irradiance of the longitudinal component vanishes
when m  = 1. However, for m = 1 the field is purely longitudinal on axis, and its irradiance
becomes
I(0,z) = tr(cWc(0,j,0,j,z)) = 8p2 |A|2 q0Z
0
q0Z
0
P(q1)P(q2)h(q1,q2) tanq1 tanq2
exp( ikrzcosq2)exp(ikzcosq1)sinq1 sinq2dq1dq2 (23)
Since fields with longitudinal component are relevant in several applications, from this point
onwards, we analyse the case m= 1 thus Eq. (21) becomes
bG(q1,f1,q2,f2) = h(q1,q2)✓ aei(f1 f2) bei(f1+f2)be i(f1+f2) ae i(f1 f2)
◆
(24)
with
a= 1+ cosq1 cosq2
b= 1  cosq1 cosq2 (25)
A calculation of the beam proposed in Eq. (24) has been carried out using Eq. (10) and assum-
ing a constant value for function h. The results are presented in Fig. 2. The first row shows the
intensity of the focused field at z= 0 and z= 2l , i.e. tr(cWc(r,j,r,j,z)). In the second row, the
profiles of the irradiance and the transversal cWc(r,j,r,j,z)11+cWc(r,j,r,j,z)22 and longitu-
dinal components cWc(r,j,r,j,z)zz are presented. Note that for the beams we are handling, the
magnitudes presented here only depend on r and z. As expected, the intensity of the transverse
component is always zero at r = 0. In the next section a practical implementation of such kind
of beams is explained.
4. Experimental implementation
Figure 3 depicts an experimental setup based on a Mach-Zehnder interferometer able to gen-
erate arbitrary spatially-variant polarized focused beams. An extended explanation on how this
system is used to generate beams with arbitrary polarization and shape can be found in [17]. An
unpolarized quasi monochromatic input beam is split into two beams by means of polarizing
beam splitter PBS1. Reflected by mirrors M1 or M2, the split beam passes through wave plates
HWP and QWP which rotate the oscillating plane and set the modulator to the required desired
modulation curve. Then, light passes through a translucent SLM (Holoeye HEO 0017) display-
ing cell-based double-pixel holograms to encode complex transmittances Esx and Esy [38].
Using this holographic procedure, the displays can access nearly all possible complex values
within a circle of transmittance T = 0.3, as explained in [18]. The beams are subsequently re-
combined by means of polarizing beam splitter PBS2 and fed into a 4f system. A spatial filter
removes higher-order terms whereas allowing pass the synthesized field. The irradiance of this
beam can be observed by means of camera CCD1. Afterwards, the beam is focused by means
of a high numerical aperture microscope lens NA=0.85. This objective obeys the sine condition
thus P(q) =
p
cosq . The field in the focal area is reflected on a glass surface and imaged on
camera CCD2. Polarization analysis is carried out by means of polarizer LP and a quarter-wave
plate.
In order to synthesize the beam of Eq. (24) the following complex valued distributions are
coded on each SLM
Esx = isinf cosq + cosf (26a)
Esy = icosf cosq + sinf (26b)
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Fig. 2. Numerical simulation of Eq. (10) for the beam proposed in Eq. (24), NA=0.85. First
row: false color representation of the intensity at z= 0 and z= 2l ; second row: profiles of
the irradiance and the transversal and longitudinal components.
The observation plane (a cover slip) is mounted on a stage that enables to modify the ob-
servation distance z. Figure 4 shows the profile of C0 measured at z = 2l . The distance of the
observation plane with respect to the focal plane is estimated by comparing the experimental
light distribution with the numerical evaluation of the angular average of the transversal irra-
diance. As shown in Fig. 4, the model developed reproduces with precision the profile of the
transversal irradiance despite the fact that the value of this distribution at r = 0 is not zero. The
intensity detected at the center is compatible with certain amounts of background noise and
spherical aberration of the imaging system. The focal plane cannot be retrieved with enough
accuracy because of the insufficient resolution and limited bandwidth of the camera, and the
lack of precision along the z axis due to the equipment used.
Figure 5 summarizes the measures of the transversal Stokes parameters. The first row of Fig.
5 shows the parameters of the laser source measured in a plane between the optical fiber and
lens L1. The second and third rows display the Stokes parameters measured in two transverse
planes in the focal area, in particular at z = 2l and z = 4l . In the three cases considered,
parameters S1, S2 and S3 are close to zero at any point. Note that parameters C0, C1, C2 and
C3 used in this paper are related to the conventional Stokes parameters by means of S0=C0,
S1=C2, S2=C3 and S3=C1. Table 1 indicates the averaged values of the Stokes parameters. For
completeness, the averaged value of the degree of transversal polarization P2D is also presented.
Accordingly, the source beam is mostly unpolarized and the behavior of the Stokes parameters
in the focal area is compatible with our thesis: the transverse component of the focused field
remains unpolarized on axis.
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Fig. 3. Experimental setup
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Fig. 4. Experimental C0 distribution at the focal area z= 2l .
Table 1. Averaged normalized Stokes parameters.
S1 S2 S3 P2D
He-Ne laser source -0.06 0.04 0.04 0.10
z= 2l 0.08 -0.02 0.01 0.08
z= 4l -0.04 0.03 -0.01 0.10
5. Concluding remarks
We developed a suitable framework for designing some transversal features of the field distribu-
tion in the focal region of a high numerical aperture lens when the incoming beam is partially
polarized. In particular, we propose a field with a non-polarized transversal part that preserves
this characteristic for any z and non-zero longitudinal component on axis. The combined use of
an interferometric setup for generating beams with arbitrary polarization and digital holography
techniques enables the generation of such field in practice. Numerical and experimental results
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Fig. 5. Measure of the transversal Stokes parameters. First row: laser source; second and
third rows: focal area of the microscope lens.
are provided, showing a good agreement between theoretical predictions and the experimental
behavior of the beam.
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Moreover, photon-counting model is used in the encryption process which 
provides data sparseness and nonlinear transformation to enhance security. 
An authorized user with access to the polarization keys and the optical 
design variables can retrieve and validate the photon-counting plain-text. 
Optical experimental results demonstrate the feasibility of the encryption 
method. 
©2015 Optical Society of America 
OCIS codes: (060.4785) Optical security and encryption; (260.5430) Polarization; (030.5260) 
Photon counting. 
References and links 
1. O. Matoba, T. Nomura, E. Pérez-Cabré, M. S. Millan, and B. Javidi, “Optical Techniques for Information 
Security,” Proc. IEEE 97(6), 1128–1148 (2009). 
2. A. Alfalou and C. Brosseau, “Optical image compression and encryption methods,” Adv. Opt. Photonics 1(3), 
589–636 (2009). 
3. W. Chen, B. Javidi, and X. Chen, “Advances in optical security systems,” Adv. Opt. Photonics 6(2), 120–155 
(2014). 
4. B. Javidi and J. L. Horner, “Optical pattern recognition for validation and security verification,” Opt. Eng. 33(6), 
1752–1756 (1994). 
5. P. Réfrégier and B. Javidi, “Optical image encryption based on input plane and Fourier plane random encoding,” 
Opt. Lett. 20(7), 767–769 (1995). 
6. R. K. Wang, I. A. Watson, and C. Chatwin, “Random phase encoding for optical security,” Opt. Eng. 35(9), 
2464–2469 (1996). 
7. F. Goudail, F. Bollaro, B. Javidi, and P. Réfrégier, “Influence of a perturbation in a double phase-encoding 
system,” J. Opt. Soc. Am. A 15(10), 2629–2638 (1998). 
8. Y. Li, K. Kreske, and J. Rosen, “Security and encryption optical systems based on a correlator with significant 
output images,” Appl. Opt. 39(29), 5295–5301 (2000). 
9. A. Carnicer, M. Montes-Usategui, S. Arcos, and I. Juvells, “Vulnerability to chosen-cyphertext attacks of optical 
encryption schemes based on double random phase keys,” Opt. Lett. 30(13), 1644–1646 (2005). 
10. Y. Frauel, A. Castro, T. J. Naughton, and B. Javidi, “Resistance of the double random phase encryption against 
various attacks,” Opt. Express 15(16), 10253–10265 (2007). 
11. H. Tashima, M. Takeda, H. Suzuki, T. Obi, M. Yamaguchi, and N. Ohyama, “Known plaintext attack on double 
random phase encoding using fingerprint as key and a method for avoiding the attack,” Opt. Express 18(13), 
13772–13781 (2010). 
12. K. Nakano, M. Takeda, H. Suzuki, and M. Yamaguchi, “Evaluations of phase-only double random phase 
encoding based on key-space analysis,” Appl. Opt. 52(6), 1276–1283 (2013). 
#226097 - $15.00 USD Received 31 Oct 2014; revised 15 Dec 2014; accepted 16 Dec 2014; published 12 Jan 2015 
(C) 2015 OSA 26 Jan 2015 | Vol. 23, No. 2 | DOI:10.1364/OE.23.000655 | OPTICS EXPRESS 655 49
13. O. Matoba and B. Javidi, “Encrypted optical memory system using three-dimensional keys in the Fresnel 
domain,” Opt. Lett. 24(11), 762–764 (1999). 
14. G. Unnikrishnan, J. Joseph, and K. Singh, “Optical encryption by double-random phase encoding in the 
fractional Fourier domain,” Opt. Lett. 25(12), 887–889 (2000). 
15. P. Kumar, A. Kumar, J. Joseph, and K. Singh, “Impulse attack free double-random-phase encryption scheme 
with randomized lens-phase functions,” Opt. Lett. 34(3), 331–333 (2009). 
16. X. Tan, O. Matoba, Y. Okada-Shudo, M. Ide, T. Shimura, and K. Kuroda, “Secure optical memory system with 
polarization encryption,” Appl. Opt. 40(14), 2310–2315 (2001). 
17. O. Matoba and B. Javidi, “Secure holographic memory by double-random polarization encryption,” Appl. Opt. 
43(14), 2915–2919 (2004). 
18. J. F. Barrera, R. Henao, M. Tebaldi, R. Torroba, and N. Bolognini, “Multiplexing encrypted data by using 
polarized light,” Opt. Commun. 260(1), 109–112 (2006). 
19. T. J. Naughton, B. M. Hennelly, and T. Dowling, “Introducing secure modes of operation for optical 
encryption,” J. Opt. Soc. Am. A 25(10), 2608–2617 (2008). 
20. W. Chen and X. Chen, “Space-based optical image encryption,” Opt. Express 18(26), 27095–27104 (2010). 
21. W. Chen, X. Chen, and C. J. R. Sheppard, “Optical image encryption based on diffractive imaging,” Opt. Lett. 
35(22), 3817–3819 (2010). 
22. F. Mosso, J. F. Barrera, M. Tebaldi, N. Bolognini, and R. Torroba, “All-optical encrypted movie,” Opt. Express 
19(6), 5706–5712 (2011). 
23. F. A. Sadjadi, “Passive three-dimensional imaging using polarimetric diversity,” Opt. Lett. 32(3), 229–231 
(2007). 
24. E. Pérez-Cabré, M. Cho, and B. Javidi, “Information authentication using photon-counting double-random-phase 
encrypted images,” Opt. Lett. 36(1), 22–24 (2011). 
25. Q. Zhan, “Cylindrical vector beams: from mathematical concepts to applications,” Adv. Opt. Photonics 1(1), 1–
57 (2009). 
26. C. Maurer, A. Jesacher, S. Fürhapter, S. Bernet, and M. Ritsch-Marte, “Tailoring of arbitrary optical vector 
beams,” New J. Phys. 9(3), 78 (2007). 
27. X. L. Wang, J. Ding, W. J. Ni, C. S. Guo, and H. T. Wang, “Generation of arbitrary vector beams with a spatial 
light modulator and a common path interferometric arrangement,” Opt. Lett. 32(24), 3549–3551 (2007). 
28. I. Moreno, C. Iemmi, J. Campos, and M. J. Yzuel, “Jones matrix treatment for optical fourier processors with 
structured polarization,” Opt. Express 19(5), 4583–4594 (2011). 
29. F. Kenny, D. Lara, O. G. Rodríguez-Herrera, and C. Dainty, “Complete polarization and phase control for focus-
shaping in high-NA microscopy,” Opt. Express 20(13), 14015–14029 (2012). 
30. W. Han, Y. Yang, W. Cheng, and Q. Zhan, “Vectorial optical field generator for the creation of arbitrarily 
complex fields,” Opt. Express 21(18), 20692–20706 (2013). 
31. I. Moreno, J. A. Davis, D. M. Cottrell, and R. Donoso, “Encoding high-order cylindrically polarized light 
beams,” Appl. Opt. 53(24), 5493–5501 (2014). 
32. D. Maluenda, I. Juvells, R. Martínez-Herrero, and A. Carnicer, “Reconfigurable beams with arbitrary 
polarization and shape distributions at a given plane,” Opt. Express 21(5), 5432–5439 (2013). 
33. D. Maluenda, R. Martínez-Herrero, I. Juvells, and A. Carnicer, “Synthesis of highly focused fields with circular 
polarization at any transverse plane,” Opt. Express 22(6), 6859–6867 (2014). 
34. M. Born and E. Wolf, Principles of Optics: Electromagnetic Theory of Propagation, Interference and 
Diffraction of Light (Cambridge University, 1999). 
35. J. W. Goodman, Statistical Optics (John Wiley & Sons, 1985). 
36. G. M. Morris, “Image correlation at low light levels: a computer simulation,” Appl. Opt. 23(18), 3152–3159 
(1984). 
37. B. Javidi, “Nonlinear joint power spectrum based optical correlation,” Appl. Opt. 28(12), 2358–2367 (1989). 
38. A. Markman, B. Javidi, and M. Tehranipoor, “Photon-counting security tagging and verification using optically 
encoded QR codes,” IEEE Photon. J. 6, 6800609 (2013). 
39. A. Carnicer, A. Hassanfiroozi, P. Latorre-Carmona, Y. P. Huang, and B. Javidi, “Security Authentication using 
Phase-Encoded Nanoparticle Structures and Polarized Light,” Opt. Lett. doc. ID 225126 (posted 26 November 
2014, in press). 
40. E. Tajahuerce and B. Javidi, “Encrypting three-dimensional information with digital holography,” Appl. Opt. 
39(35), 6595–6601 (2000). 
1. Introduction 
In recent years, optical security and encryption methods [1–16] have attracted the interest of 
many authors. In particular, double random phase-masks encryption (DRPE) is an effective 
method which is very suitable for encoding images that can be easily implemented in practice 
using a 4f system [3–8]. By means of this technique it is possible to encrypt a signal in such a 
way that becomes very difficult to be retrieved by an unauthorized user. Only those who have 
access to the phase mask in the Fourier plane can access the original signal. There are many 
variations of this technique which have been introduced by various authors some of which are 
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listed in [1–22]. Some authors have pointed out vulnerabilities of DRPE when facing 
specifically designed attacks [9–13], but security can be enhanced by increasing the number 
of degrees of freedom of this approach; for instance, changing the position of the phase masks 
in the optical setup [13,14]. Also, using randomized lens-phase functions can improve 
resistance against attack [15]. Another alternative is to use key masks that change the 
polarization direction and the phase difference between the electric field components [16–18]. 
Polarization has also been suggested as a method for extracting information from a scene 
[23]. Other methods to improve security have been proposed such as cryptographic blocks 
[19], a combination of real and virtual optics methods [20–22] or recording the encrypted 
distribution in low illumination conditions [24] using photon counting. Recording photon 
starved distributions is a highly nonlinear process in which only a few pixels of the encoded 
signal are recorded so that the corresponding decrypted image becomes very sparse and it 
does not reveal the original content. However, this distribution contains enough information 
to enable its validation when compared with the original image [24]. 
Interest in beams with non-uniform polarization patterns has increased significantly due to 
their special properties compared to homogeneously polarized beams, which can enhance the 
functionality of optical systems [25]. In particular, several methods based on interferometric 
configurations and liquid crystal displays have been suggested [26–31]. Recently, we reported 
a method for generating beams with arbitrary polarization based on a Mach-Zehnder setup 
combined with a translucent SLM in each path of the interferometer. The transverse 
components of the incident light beam are processed independently and modified by means of 
specifically designed holograms, recombined and imaged on a CCD camera. Our approach 
allows us to encode any polarization state at each point of the wave-front and the amplitude 
may also be modeled so as to obtain a particular shape in a given plane [32,33]. 
Random polarization distributions can be understood as encryption keys. In this paper, we 
describe an optical encryption processor based on a non-uniform arbitrary polarization setup. 
Moreover, security can be enhanced by recording the encrypted polarized signal under low-
light illumination conditions using the photon-counting model. Our objective is to develop a 
Fresnel-like polarization encoder able to encrypt signals taking advantage of the information 
provided by the Stokes parameters. The encryption system is optically implemented whereas 
the decryption procedure is carried out numerically. The experiment demonstrates the 
feasibility of using this system as a polarimetric photon counting optical encoder for security 
applications. 
Accordingly, the paper is organized as follows: in section 2, we describe the optical setup 
for generating wave-fronts with arbitrary polarization states and how this system can be used 
for optical encryption proposes. In section 3 we illustrate the proposed procedure by means of 
a set of numerical calculations whereas an experimental implementation of the system is 
presented in section 4. Finally, the main conclusions are summarized in section 5. 
2. Polarization-based setup for optical encryption 
The proposed system is based on a Mach-Zehnder setup as depicted in Fig. 1. A collimated, 
linearly polarized beam at 45° of the x-direction is split into two beams by means of 
polarizing beam splitter PBS1. The plain-text real-valued image t is set in one of the arms of 
the interferometer at a distant d1 from spatial light modulator SLM1. In order to improve the 
encryption capabilities of the system, plain-text t is encoded by means of phase only mask 
M0. Modulator SLM1 is located at the front focal plane of lens L1; two wave plates (Ȝ/2 and 
Ȝ/4, respectively labelled HWP and QWP in Fig. 1) are placed before SLM1 as to obtain the 
expected modulation curve. Amplitude-only random encryption key M1 is displayed on this 
modulator. Note that this part of the optical system is equivalent to a lens-less Fresnel 
encryption processor [13]. 
A second modulator (SLM2) is placed in the other arm of the interferometer, displaying a 
phase-only distribution M2. SLM2 is placed at the front focal plane of lens L1 as well. A 
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neutral density filter controls the amount of light reaching this modulator. The information 
propagated through the two arms of the interferometer is recombined by means of PBS2. 
Since the modulators used are pixelated displays, a spatial filter is used for removing high 
order diffracted terms. Then, the light passes through a 4f imaging system; note that f1 and f2 
are selected in such a way that the area of the CCD matches the size of SLM1 and SLM2. 
Finally, the encrypted signal is recorded by the CCD placed at a distance d2 from the back 
focal plane of lens L2. Accordingly, the vector cypher-text T is described as 
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 (1) 
where φ0, φ2 are uniformly distributed random variables in the interval [-ʌ, ʌ] and C is a 
constant related with the amount of light reaching SLM2. Distribution M1 is an amplitude 
encryption key in the range [İ,1] with İ >0, Pr[ ] stands for the propagation operator in 
Fresnel diffraction conditions; and vectors ex and ey are unit vectors in the x- and y- 
directions. Tx = |Tx| exp(iĲx) and Ty = |Ty| exp(iĲy) are the propagated fields in the first and 
second arms of the interferometer respectively. Note that since Tx and Ty are orthogonal 
complex valued distributions, the wave-front T is non-uniformly polarized. Moreover, no 
interference has to be detected at the CCD plane due to the orthogonality of Tx and Ty. 
PBS
1
PBS
2
Mirror 1
Mirror 2
L
1
L
2SLM2
SLM
1QWP
Spatial 
filter
f
1
Linearly polarized
light (45º)
f
1
f
2
f
2
Cypher-text T
LP/QWP
Plain-text t
PC cypher-text Tph
d
1 d2
HWP
QWP
HWP
Mask M
0
Neutral density filter
CCD
 
Fig. 1. sketch of the optical setup. 
Taking into account the vector character of T it is possible to extract amplitude and phase 
information using polarimetric techniques. Polarization analysis is carried out by placing a 
linear polarizer (LP) and a quarter-wave plate (QWP) when required in front of the CCD 
camera. Stokes images provide a complete description of the state of polarization in each 
point of the wave-front. A set of six polarimetric images (I(0°, 0), I(90°, 0), I(45°, 0), I(135°, 
0), I(45°, ʌ/2) and I(135°, ʌ/2)) have to be recorded for calculating the four Stokes 
distributions (S0, S1, S2, S3) [34]: 
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I(Į, 0) stands for the recorded intensity when the linear polarizer is set at an angle Į with 
respect to the x direction whereas I(Į, ʌ/2) is the image recorded when a quarter wave-plate is 
used in addition to the polarizer. The Stokes parameters associated to vector cypher-text T are 
used to recover amplitudes |Tx| and |Ty|, and the phase difference Ĳy -Ĳx. The formulae that 
relate the polarization ellipse parameters with the Stokes vector (S0, S1, S2, S3) are: 
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or equivalently, 
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After encryption, encoded distribution |Tx| exp(i(Ĳy -Ĳx)) is sent through a secure channel. The 
original plain-text t can be retrieved if and only if keys M1 and M2, and distances d1 and d2 are 
known. Notice that M1−1 is well posed since M1 ≠ 0 at any point thus inversion is possible: 
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If a system works in low light illumination conditions, irradiance is recorded according to 
the photon-counting model. It is assumed that, in these conditions the image is statistically 
modeled by the Poisson distribution [35]. According to this law, the probability that no 
photon reaches pixel (xi,yi) is 
 ( )( ) ( )( )0; , exp , ,i i p i iP x y n x y= −  (6) 
where np(xi,yi), is the normalized irradiance at pixel (xi, yi): 
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NP is the predetermined number of photon counts in the entire scene and NxM is the total 
number of pixels. The photon-counting version |Tx|ph of irradiance |Tx| is obtained according to 
 ( ) ( ) ( )( )0, if rand , P 0; ,,
1, otherwise
ph i i i i
x i i
x y x y
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where rand(xi,yi) is a uniformly distributed random number within the range [0,1]. In order to 
enhance security, photon-counting cypher-text |Tx|ph exp(i(Ĳy -Ĳx)) is transmitted instead of 
using |Tx| exp(i(Ĳy -Ĳx)). Following Eq. (5), an authorized user with access to keys M1 and M2, 
and distances d1 and d2 can retrieve the photon-counting plain-text tph: 
 [ ] 132 2 2 1 1
2
= Pr Pr exp arg Pr , arc tan , , - .phph x
S
t T i M d d M d
S
−
ª ºª º§ ·§ ·ª º − −« »« »¨ ¸¨ ¸¬ ¼¨ ¸« »« »© ¹© ¹¬ ¼¬ ¼
  (9) 
Finally, to determine whether tph contains information related with plain text t or not, the 
non-linear cross-correlation tph⊗t is calculated: 
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Indexes k and l are selected in such ways that provide a good discrimination capability with a 
high peak-to-correlation energy [24, 36, 37]. 
3. Numerical test 
To illustrate the encryption process a digital simulation is presented. A 1951 USAF glass 
slide resolution test is used as a true plain-text t (Fig. 2(a)). For convenience we used the 
same resolution test but rotated 90° as the false-class image f (Fig. 2(b)). Inputs images t and f 
are phase encoded with M0. The simulation of the encryption and decryption processes is 
carried out using Ȝ = 520 nm, d1 = 250 mm and d2 = 45 mm; and setting the size of the 
window to 10 mm. To prevent numerical problems in deriving the calculation of M1−1, the 
minimum value of this key is set to İ = 0.2. 
 
Fig. 2. (a) plain-text image t. (b) false-class plain text image f. 
. 
 
Fig. 3. Vector cypher-text (T): (a) Stokes parameter S0 = |(T)|2. Green and red ellipses indicate 
right-handed left-handed polarization respectively. (b) Histogram of |(T)|2. 
Vector cypher-text T = |Tx| exp(iĲx) ex + |Ty| exp(iĲy) ey is the combination of two 
uncorrelated random complex signals in the x- and y- directions (see Eq. (1)). The Stokes 
parameter S0, |T|2 = |Tx|2 + |Ty|2, is shown in Fig. 3(a). The corresponding histogram exhibits a 
Gamma-like distribution profile as shown in Fig. 3(b). The state of polarization is also 
random since it is described by |Tx|, |Ty| and the phase difference Ĳy -Ĳx. To provide more 
insight about the random nature of both irradiance and polarization, polarization ellipses have 
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been calculated in some points of the recording plane. They appear superimposed in Fig. 3(a); 
green and red ellipses represent right-handed and left-handed polarization respectively 
The other three Stokes parameters are displayed in Fig. 4. These parameters were obtained 
from T and they are also used to retrieve the encoded full complex information |Tx| exp(i(Ĳy -
Ĳx)) (see Eq. (4)). 
 
Fig. 4. Stokes parameters (a) S1, (b) S2, (c) S3 displayed using the jet colormap. 
To enhance security, the photon-counting version |Tx|ph of irradiance |Tx| is obtained. |Tx|ph 
is calculated with Np~1% of the number of pixels of the image. An authorized user with 
access to the polarization encryption keys and the correct distances is able to access the 
photon-counting plain-text using Eq. (5) and (9) respectively. Nonlinear correlation indexes 
are estimated calculating the peak-to-correlation energy metric as a function of k and l from 
tph⊗t. The results are shown in Fig. 5(a). Figure 5(b) shows a 3D plot of tph⊗t; note that the 
presence of a sharp peak indicates that verification has been successful. A second numerical 
test is carried out using a false-class input image f (Fig. 2(b)). In this case, the photon-
counting plaintext fph was obtained in the same conditions as in the previous case. 
Nevertheless, correlation fph⊗t does not show a peak so the image is labeled as fake (Fig. 
5(c)). 
4. Optical implementation 
In this section we present an optical experiment to illustrate how the system works in real 
conditions. The encryption procedure is carried out by means of the polarized-based optical 
system sketched in Fig. 1. Design variables are summarized in Table 1. The SLMs used are 
two Holoeye HEO-0017 translucent displays whereas the camera is an AVT Stingray F-080B. 
The light source is a 15 mW green laser diode Ȝ = 520 nm. Note that the size of the beams is 
limited by the frame of the collimating and imaging lenses. 
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 Fig. 5. (a) Nonlinear indexes estimation: Peak to correlation energy as a function of k and l. (b) 
true image (k = 0.1 and l = 0.7); (c) false image (k = 0.1 and l = 0.7). 
Table 1. Values of the variables used in the optical implementation 
Wavelength Ȝ = 520 nm
Propagation distances d1 = 250 mm and d2 = 45 mm 
Focal lengths f1 = 200 mm and f2 = 60 mm 
M1 minimum value İ = 0.2
SLM  
Pixel pitch 0.036 mm
Resolution (# of pixels) 1024 x 768 pixels
Diameter of the beam / encryption key 10 mm
CCD  
Pixel pitch 0.00465 mm
Resolution (# of pixels) 1032 x 776 pixels
Diameter of the encrypted signal 3 mm
Np (number of photons) 
Without phase mask M0 
With phase mask M0 
Np = 3000 (about 1%) 
Np = 9000 (about 3%) 
 
In section 2, masks M1 and M2 were designed as amplitude-only and phase only 
distributions. Nevertheless, in our experiment, the displays operate in phase mostly and high-
contrast configurations (see Fig. 6); in both cases, a strong amplitude-phase coupling is 
obtained. For the case of display 1, the resulting M’1 mask is no longer real because the 
effective modulation curve encodes the mask. The same happens with mask M2 since key M’2 
is also complex valued. Despite the fact that modulation encoding is a continuous and smooth 
deterministic procedure, this step introduces a nonlinear change on the encryption keys. 
Consequently, modulation curves have to be known in advantage in order to allow fully 
reconstruction of the plain-text. 
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 Fig. 6. SLM modulation polar plot: (a) SLM1: high-contrast configuration; (b) SLM2: phase-
mostly configuration. 
Precise alignment between the corresponding pixels of the two SLMs is required in order 
to achieve a correct encryption signal. The tuning procedure is carried out by displaying the 
same test pattern on both SLMs (Fig. 7(a)) and subsequently imaging them on the CCD (Fig. 
7(b)). Note that both images are polarized in orthogonal directions and no interference is 
detected. Then, one of the images is electronically shifted until both distributions coincide 
(Fig. 7(c)). If required, final fine tuning is accomplished by displacing slightly one of the 
displays using a XY motorized stage. 
 
Fig. 7. Alignment procedure: (a) test pattern; (b) Misaligned patterns; (c) aligned patterns. 
Then, images t and f (Figs. 2(a) and 2(b)) are encrypted. In this first test, but without loss 
of generality, the phase mask M0 is not used. For illustration purposes, the experimental 
Stokes parameters of the encrypted signal T for the true-class image t are shown in Figs. 8(a)-
8(d). 
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 Fig. 8. Stokes parameters (a) S0 = |(T)|2, (b) S1, (c) S2, (d) S3. 
Using the Stokes images, and by means of Eqs. (4) and (5), phase Ĳ’x and amplitude |Tx| 
are determined. Then, a photon limited distribution |Tx|ph with N = 3200 photons (about 1% of 
the total number of used pixels on the CCD) is generated. Both true-class image t and false-
class image f photon-limited distributions are generated (see Figs. 9(a) and 9(b)). 
 
Fig. 9. Photon counting encrypted signals N = 3200 (about 1% of the total encrypted signal): 
(a) true class tph; (b) false class fph. 
Using Eq. (9) and the decryption information (keys, distances, and modulation curves), 
photon-counting plain-text texts tph and fph are calculated. The nonlinear cross-correlations 
tph⊗t and fph⊗t are obtained using Eq. (10) as shown in Fig. 10. The sharp peak present in 
tph⊗t validates t whereas f is rejected because of the low correlation signal in fph⊗t. 
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 Fig. 10. Photon counting encrypted nonlinear cross-correlation. Indexes used k = 0.1 and l = 
0.7: (a) true class: tph⊗t (b) false class: f ph⊗t. 
We repeated the experiment but now the plain text t and the false class f images are phase-
encoded using a cello tape diffusor. The number of photons used is slightly higher, Np = 9500 
(around a 3% of the total number of used pixels on the CCD). Note that when the image is 
phase encoded, the propagated signal is a random pattern described by a Gamma probability 
distribution [38,39]. This fact produces a stronger encryption signal but more photons are 
required in |Tx|ph for obtaining good correlations outputs. Using the appropriate decryption 
information, photon-counting plaintexts are retrieved. The corresponding nonlinear cross-
correlations tph⊗t and fph⊗t are shown in Figs. 11(a) and 11(b) respectively. Despite the fact 
that correlations are noisier, the true-class image is validated as shown in Fig. 11. 
 
Fig. 11. Phase-encoded photon counting encrypted nonlinear cross-correlation. Indexes used k 
= 0.1 and l = 0.7: (a) true class: tph⊗t (b) false class: f ph⊗t. 
5. Concluding remarks 
We have developed a polarimetric-based optical encoder setup for image encryption and 
verification purposes based on a Mach-Zehnder interferometer combined with translucent 
spatial light modulators. Stokes parameters information is used for retrieving full complex 
information of the encrypted vector beam. Moreover, security can be enhanced by recording 
the encrypted polarized signal under low-light illumination conditions using the photon-
counting model. The addition of photon-counting model in the encryption process provides 
sparseness of recorded data and nonlinear transformation to enhance security. Provided that 
polarization keys and optical design variables are known, an authorized user can retrieve and 
validate the photon-counting plain-text. The experiments carried out demonstrate the 
feasibility of using such system as a polarimetric optical encoder for security applications. 
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Since we are using an interferometric system in the implementation of encryption process, our 
approach can be extended to encrypting 3D objects [40]. 
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Abstract
The analysis of paraxial Gaussian beams features in most undergraduate courses
in laser physics, advanced optics and photonics. These beams provide a simple
model of the field generated in the resonant cavities of lasers, thus constituting
a basic element for understanding laser theory. Usually, uniformly polarized
beams are considered in the analytical calculations, with the electric field
vibrating at normal planes to the propagation direction. However, such paraxial
fields do not verify the Maxwell equations. In this paper we discuss how to
overcome this apparent contradiction and evaluate the longitudinal component
that any paraxial Gaussian beam should exhibit. Despite the fact that the
assumption of a purely transverse paraxial field is useful and accurate, the
inclusion of the above issue in the program helps students to clarify the
importance of the electromagnetic nature of light, thus providing a more
complete understanding of the paraxial approach.
(Some figures may appear in colour only in the online journal)
1. Introduction
The study of the propagation of Gaussian beams (GB) features in most undergraduate courses
in lasers, advanced optics and photonics. In general, textbooks in these fields include a chapter
covering the issue [1–6]. Furthermore, multiple papers highlighting the formative value of
GB have been published: theoretical considerations, laboratory studies, simulations, and so on
[7–14]. At least two reasons justify the inclusion of GB in undergraduate programs. On the
one hand, GB are solutions of the paraxial Helmholtz equation. The formula that describes
the propagation of this kind of beam is easily derived and illustrates its physical behavior in
∗ This paper is dedicated to the memory of our colleague and friend Professor Pedro M Mejı´as who recently died
unexpectedly.
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an elegant and relatively simple way. On the other hand, GB are generated in laser cavities, so
they are a basic element for understanding laser theory.
In the analysis in the textbooks, a scalar approach is usually considered, which implicitly
involves the assumption of a uniformly polarized field throughout the transverse wavefront.
More precisely, the light beam is assumed to be uniformly linearly polarized, with the electric-
field vector vibrating in transverse planes orthogonal to the direction of propagation.
However, strictly speaking, this type of paraxial field does not verify the Maxwell
equations since the divergence of such free-propagating beams is not zero. The failure of
this law can be overcome by considering that the electric field is not confined to the transverse
plane, i.e. its longitudinal component is not zero.
The study of light fields with significant longitudinal component is now an active research
topic from both the theoretical and the technological points of view. Highly focused (non-
paraxial) beams provide examples of such fields. They are present, for instance, in high-
resolution optical microscopy, high-density optical storage and optical trapping, among other
applications [15]. As is well known, non-paraxial beams have to be studied within the
framework of the electromagnetic theory of diffraction [16, 17]. Despite the fact that it is not
advisable to introduce this issue into undergraduate courses, the analysis of the longitudinal
component in paraxial beams is affordable to students at this level. At the end of the day,
the inclusion of this feature in the program provides a better understanding of the paraxial
approach, and makes it possible to clarify the link with a more advanced theory.
In this paper attention is mainly focused on how to estimate the longitudinal component
of paraxial GBs. It is organized as follows. In the next section we briefly review the
formalism of the angular spectrum of plane waves. This simple and elegant formulation of
propagation is equivalent to the conventional Sommerfeld scalar theory of diffraction [18]. In
section 3, the properties of paraxial GB are described [3]. In section 4, we show how to
calculate the longitudinal component of a paraxial field at the convergence plane. For the
particular but conceptually important case of GBs, results can be derived analytically. In
section 5 we present an electromagnetic simulation to corroborate the previous calculations.
The profile of the students to whom this material is directed is discussed in section 6. Finally,
the main conclusions are summarized in section 7.
2. Beam propagation in terms of the angular spectrum of plane waves
Let us first introduce some basic definitions and properties used in the paper. Let E(x, y, z) be
an electromagnetic wave propagating along the direction s = (α,β, γ ); s being a unit vector,
|s| = 1. For simplicity, the temporal dependence is omitted in the expressions. At z = 0 the
two-dimensional Fourier transform of E(x, y, 0) reads
ˆE(u, v, 0) = FT[E(x, y, 0)] =
∫
E(x, y, 0) e−2π i(ux+vy) dx dy, (1)
where u and v are the spatial frequencies and FT stands for the Fourier transform operator.
Equivalently, E(x, y, 0) is the inverse Fourier transform of ˆE(u, v, 0):
E(x, y, 0) = FT−1[ ˆE(u, v, 0)] =
∫
ˆE(u, v, 0) e2π i(ux+vy) du dv. (2)
Since at z = 0 a plane wave is described by E = Aeik(αx+βy), A being the amplitude
of the wave, λ the wavelength and k = 2π/λ, equation (2) can formally be understood as
a superposition of plane waves traveling along a direction defined by the cosines α = λu,
β = λv and γ = √1− α2 − β2, i.e.
E(x, y, 0) =
∫
ˆE(α,β, 0) eik(αx+βy) d
α
λ
d
β
λ
. (3)
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E(x, y, 0)
 2E+k2E=0
FT
E(x, y, z)
Eˆ ( ,  , 0)
H ( , ,z)
Eˆ ( ,  , z)
FT 1
Figure 1. Calculation of E(x, y, z) using the propagation of the angular spectrum.
The contribution of each plane wave to the total field, namely ˆE(α,β, 0), is the angular
spectrum of plane waves associated to E(x, y, 0). In addition, the angular spectrum in any
plane transverse to the longitudinal axis z given by
ˆE(α,β, z) =
∫
E(x, y, z) e−ik(αx+βy) dx dy. (4)
Let us now write out the propagation of a beam in terms of its angular spectrum. By using
the Helmholtz equation, ∇2E+ k2E = 0, we get in the Fourier space
d2
dz2
ˆE (α,β, z)+ k2(1− α2 − β2) ˆE (α,β, z) = 0, (5)
whose solution reads
ˆE(α,β, z) = ˆE(α,β, 0) exp(ikz
√
1− α2 − β2), (6)
H being (α,β, z) the so-called transfer function of the propagation in free space:
H(α,β, z) = exp(ikz
√
1− α2 − β2). (7)
Consequently, the propagated angular spectrum is obtained by calculating the product
between the original angular spectrum and the transfer function. The scheme shown in
figure 1 summarizes the calculations.
Up to now, we have written no limits in the integrals of equations (1)–(4). However, in
a rigorous way, the integration should be extended throughout the entire transverse plane.
Consequently, two intervals should be considered: α2 + β2   1 and α2 + β2 > 1. If the
plane waves required to accurately describe the wavefront only take significant values close to
the axis, i.e. when α2 + β2 ≪ 1 (paraxial or Fresnel approximation), the transfer function
would be
HF (α,β, z) = exp(ikz) exp
(
−ikz
2
(α2 + β2)
)
. (8)
For these beams, the Helmholtz equation is reduced to
∂2
∂x2
A(x, y, z)+ ∂
2
∂y2
A(x, y, z)+ 2ik ∂
∂z
A(x, y, z) = 0, (9)
with E(x, y, z) = A(x, y, z)eikz. Note that for paraxial beams A(x, y, z) is a slowly variant
function of z.
However, if the values of α and β required to describe the beam are high enough, then
α2 + β2 > 1. In this case the transfer function associated to this spatial-frequency interval
becomes
HE (α,β, z) = exp(−kz
√
α2 + β2 − 1) (10)
and we see that the field (evanescent wave) vanishes very quickly following an exponential
decay. Figure 2 displays the plane (α,β) showing the different possible calculation regimes.
The interested reader can consult [18] for an extensive explanation about this topic.
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Figure 2. Propagative and evanescent regimes in the Fourier domain. The circle α2 + β2 = 1
indicates the limit of propagative and evanescent waves.
3. Paraxial GB
GB propagating along the z-axis are paraxial waves (solutions of equation (9)) described by
E(x, y, z) = AG(x, y, z) eikzp
AG(x, y, z) = A0 w0
w(z)
exp
(
−x
2 + y2
w2(z)
)
exp
(
ik
x2 + y2
2R2(z)
)
exp(iξ (z)),
(11)
where p is a vector (a, b, 0) that characterizes the polarization, w(z) is the beam width radius,
w0 = w(0) is the waist radius, R(z) is the radius of curvature, zR is the Rayleigh distance, ξ (z)
is the so-called Gouy phase and A0 is a constant. These parameters are given by the following
expressions:
w(z) = w0
√
1+
(
z
zR
)2
(12a)
ξ (z) = arctan
(
z
zR
)
(12b)
R(z) = z
(
1+
(
zR
z
)2)
(12c)
zR = πw
2
0
λ
, (12d)
and their geometrical interpretation is depicted in figure 3. They provide meaningful
information about how the GB is propagated. The interpretation of these equations can be
found elsewhere (see for instance [3]), but to aid understanding, the following information is
provided.
• p is a vector (a, b, 0) that characterizes the polarization, and a and b are the components
of the Jones vector (a, b). For example, for the linearly polarized GB in the x-direction,
p = (1, 0, 0) whereas for the circularly polarized GB, p = 1√
2
(1, eiπ/2, 0). Note that
the third component of p is always zero for paraxial waves (i.e. the electric-field vector
vibrates in transverse planes orthogonal to the direction of propagation.)
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Figure 3. Physical/geometrical interpretation of the beam parameters w(z), R(z), w0, zR. θ is the
divergence angle.
• The divergence angle 2θ (see figure 3) is defined as
θ = arctan(w(z)/z) ≈ λ/(πw0) (for z≫ zR). (13)
Equation (13) yields an interesting result: beams with large divergence angles focus in
small spots and vice versa. Figure 4(a) displays the variation of the beam waist radius w(z)
as a function of the axial distance z. It is straightforward to show that for large values of z,
the beam waist is proportional to the divergence angle: w(z) = θz.
• Figure 4(b) shows the behavior of the irradiance along the optical z-axis
|E(0, 0, z)|2 ∝ 1
1 + (z/zR)2
(14)
for different values of the beam waist radius w0. Note that the irradiance varies more
quickly for small values of w0, generating a narrow peak around the focus. In contrast,
large values of w0 produce a smoother variation of |E(0, 0, z)|2.
• At z = zR (the Rayleigh distance) the beam width is w(zR) =
√
2w0 and the irradiance
drops to |E(0, 0, zR)|2 = 0.5. The confocal parameter (or depth of focus) is defined as the
range of values z that ensure z ∈ [−zR, zR]. Focused beams present a small depth of focus.
• The wavefront of the GB tends to be spherical for large values of z since the radius of
curvature becomes R(z) ≈ z for z ≫ zR. At z = 0, R(z)→ ∞ and thus the wavefront is
plane at the focus.
• The Gouy phase introduces a phase shift as the beam propagates, with π being the total
delay for a beam propagating from −∞ to ∞. Moreover, note that the sign of the Gouy
phase changes at z = 0.
• Figures 5(a) and (b) map the distribution |E(x, 0, z)|2 for w0 = 2λ and w0 = 5λ,
respectively. These figures are displayed in false color using the Matlab default jet colormap
and normalized to the maximum value (small values are displayed in blue, whereas large
values are shown in red). These figures help emphasize some important issues in the
analysis: small values of w0 produce beams with high divergence angles and small depth
of focus, and vice versa.
Finally, it is worth mentioning here that other beams can be solutions to the paraxial
Helmholtz equation (equation (9)). In particular, the so-called Hermite–Gauss beams are a
complete set of solutions whose irradiance is given by
|Emn(x, y, z)|2 ∝ |Hm
(√
2x
w(z)
)
Hn
(√
2y
w(z)
)
E(x, y, z)|2 , (15)
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(a)
(b)
Figure 4. (a) Dependence of the beam radius w(z) and (b) the irradiance |E(0, 0, z)|2 along the
optical axis for different values of w0.
Hn(x) being the Hermite polynomial of order n; for instance, H0(x) = 1 and H1(x) = 2x.
Since H0(x) = 1, the Hermite–Gauss beam of order (0, 0) is just the paraxial GB.
4. Longitudinal component of paraxial GB
An electromagnetic beam propagating in a medium with no charges or currents must fulfil
the divergence condition (Gauss’s law) ∇E = 0. Nevertheless, it is straightforward to show
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(a)
(b)
Figure 5. Map of the irradiance |E(x, 0, z)|2 for (a) w0 = 2λ and (b) w0 = 5λ. The red line
superimposed on each image represents the beam width.
that the paraxial GB does not verify Gauss’s law, since the uniformly polarized electric-field
vibrates in the transverse plane, and the z-component is always zero3. To avoid this apparent
3 It is worth pointing out that purely transverse beams (i.e. without longitudinal component) can propagate, satisfying
the Maxwell equations. A certain type of azimuthally polarized field constitutes an illustrative example of such beams
[19]. But no contradiction exists with this paper because azimuthally polarized fields are not uniformly polarized at a
transverse plane, as is assumed throughout this work.
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(a) Ex 2 (b) Ez 2
Figure 6. Squared modulus of the field components Ex and Ez at z = 0. The paraxial GB is assumed
to be linearly polarized throughout the transverse plane. The length of the side of the images is
L = 64 λ.
Table 1. Integrated irradiance for each component of the electric field. Results are normalized to
IT = Ix + Iy + Iz.
Ix/IT Iy/IT Iz/IT
Linearly polarized case 0.999 74 0 0.000 26
Circularly polarized case 0.499 87 0.499 87 0.000 26
contradiction, let us consider a paraxial beam with non-zero longitudinal component Ez, which
is evaluated by using Gauss’s law:
∂Ez
∂z
= −∂Ex
∂x
− ∂Ey
∂y
. (16)
In terms of its angular spectrum, ˆE = (Eˆα, Eˆβ , Eˆz) (equation (4)), Gauss’s law is written
s ˆE = 0, thus equation (16) becomes
Eˆz = − αEˆα + βEˆβ√
1− α2 − β2 , (17)
and we obtain the longitudinal component Ez from the inverse Fourier transform, i.e.
Ez = FT−1[Eˆz]. A linearly polarized Gaussian field in the x-direction with w0 = 10λ has
been evaluated numerically. Figure 6 displays |Ex|2 and |Ez|2 at the plane z = 0. The images
are presented again in false color using the jet colormap and normalized to its maximum
value.
Furthermore, the irradiance associated to the longitudinal and transversal components
throughout the plane z = 0 is proportional to the following integrals:
Ix =
∫
|Ex|2 dx dy (18a)
Iz =
∫
|Ez|2 dx dy. (18b)
In the linearly polarized case in the x-direction, Iz is about 10−4 times smaller than Ix, (see
table 1). For the circularly polarized case, the results are shown in figure 7 and also table 1.
Note that the ratio Iz/IT takes the same value in both cases.
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(a) Ex 2 (b) Ez 2
Figure 7. The same as in figure 6 but now computed for the circularly polarized case. As should
be expected, |Ey|2 is identical to |Ex|2.
Figure 8. Ratio Iz/IT as a function of the beam waist w0.
Figure 8 shows the ratio Iz/IT at z = 0 as a function of the waist size. We see that Iz
increases for small values of the beams width w0. But smaller w0 means higher divergence
(cf equations (12a)). Thus we conclude that for nearly collimated beams, the longitudinal
component becomes negligible compared to the transverse ones. On the contrary, the type of
highly focused field we are considering would exhibit a significant longitudinal component.
Of course, strictly speaking, the longitudinal component is never zero.
4.1. An analytical derivation
The previous calculations were carried out numerically. This procedure is valid for any
paraxial beam. Nevertheless, it is possible to derive analytical expressions for the longitudinal
component of GB [15]. Let us consider first the linearly polarized case:
E(x, y, 0) = A0 exp
(
−x
2 + y2
w20
)
(1, 0, 0). (19)
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Taking into account that, for paraxial beams α ≪ 1, β ≪ 1 and γ ≈ 1, equation (17)
becomes
Eˆz ≈ −αEˆα = − λ2π i 2π iuEˆα. (20)
Using the derivative property of Fourier transforms, namely
FT
[
∂Ex
∂x
]
= 2π iu FT[Ex] = 2π iuEˆα, (21)
the longitudinal component at z = 0 would read
Ez(x, y, 0) ≈ − λ2π i
∂
∂x
Ex(x, y, 0) = A0ik
2x
w20
exp
(
−x
2 + y2
w20
)
, (22)
where
|Ez(x, y, 0)|2 ∝ x
2
w40
exp
(
−x
2 + y2
w20
)
(23)
is proportional to the irradiance. From the previous equation (see also figure 6(b) and
equation (15)), we conclude that the longitudinal component at plane z = 0 exhibits the
same profile as the (1, 0) Hermite–Gauss mode. In a similar way, an analytical expression for
the longitudinal component of a circularly-polarized GB can be derived:
Ez(x, y, 0) = − λ2π i
(
∂
∂x
+ ∂
∂y
)
Ex(x, y, 0)
= A0
ik
2
w20
(x + iy) exp
(
−x
2 + y2
w20
)
, (24)
and the irradiance becomes
|Ez(x, y, 0)|2 ∝ x
2 + y2
w40
exp
(
−x
2 + y2
w20
)
. (25)
Now, |Ez|2 shows a doughnut shape, which can be understood as a superposition of the
(1, 0) and (0, 1) Hermite–Gauss modes (in agreement with figure 7(b)). Moreover, the z-
component of the electric field (equations (22) and (24)) exhibits a 1
w20
dependence with the
waist radius, thus Ez becomes larger for smaller values of w0.
5. A more in-depth analysis
In this paper we have used the conventional scalar diffraction theory to evaluate the longitudinal
component of the electric field of a uniformly polarized paraxial GB. Regarding the linearly
polarized case, we considered that the electric-field vector at the initial plane had only the
x-component, with the y-component equal to zero. However, a more in-depth analysis based on
the electromagnetic theory of diffraction (ETD) shows an interesting non-null behavior of the
y-component upon propagation. Moreover, the application of the ETD provides the required
theoretical foundation for the rigorous description of light propagation at the nanoscale. Despite
the fact that it is not advisable to introduce the ETD into undergraduate courses, a relatively
simple calculation can provide more insight into the inner structure of the three components
of the electric field.
We have performed a simulation of the propagation of a (x-axis) linearly polarized GB
using the finite-difference time-domain (FDTD) method [20]. FDTD tools are designed to
integrate Maxwell’s equations and are very useful for modeling electromagnetic systems. The
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(a) Ex 2 (b) Ey 2 (c) Ez 2
Figure 9. Electric-field components of the linearly polarized case, with w0 = 10λ. The length
of side of the images is L=64λ. We have Ix/IT = 0.9997, Iy/IT = 6.90 × 10−8 and
Iz/IT = 2.97× 10−4.
(a) Ex 2 (b) Ey
2 (c) Ez 2
Figure 10. The same as figure 9 but for a circularly polarized beam. Now Ix/IT = 0.49985,
Iy/IT = 0.49985 and Iz/IT = 2.97 × 10−4 (the same value as in figure 9).
calculation was carried out using the MEEP C++ library [21]4. A linearly-polarized converging
GB with w0 = 10λ was calculated at z = −6.5λ using equations (11) and (12). The beam
was propagated using MEEP until the waist plane (z = 0); to integrate across time, 840
frames during 50 periods were considered. Figures 9(a) and (c) show the profiles |Ex(x, y, 0)|2
and |Ez(x, y, 0)|2. Both are indistinguishable with the corresponding distributions obtained
analytically (cf figures 6(a) and (b). Moreover, the values Ix/IT and Iz/IT are very close to
those obtained in the previous section. It should be remarked that |Ey(x, y, 0)|2 (figure 9(b))
is not zero and looks like the (1, 1) Hermite–Gauss mode. Nevertheless, the value of the ratio
Iy/IT is very low in front of Ix/IT or even Iz/IT . These results are in agreement with previous
works reported in the literature (see, for example, [22, 19]).
For the sake of completeness, the propagation of a circularly polarized GB using MEEP
was also considered. The simulation was carried out using the same values as in the previous
calculation. It is quite apparent that figures 9(a) and (c) are in complete agreement with
figures 7(a) and (b) obtained from analytical expressions.
4 MEEP is freely available online at http://ab-initio.mit.edu/meep.
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6. How this material relates to students
This paper was composed for two different groups of students. On the one hand, this analysis
was suggested as a discussion topic for students enrolled in photonics, a compulsory subject
for advanced undergraduates in applied physics at the Universitat de Barcelona. It comprises
60 h of lectures and nine laboratories: equivalent to nine ECTS credits. Those who enroll
on the course have previously taken compulsory credits in physical optics (which includes
diffraction and beam propagation theory). The photonics syllabus includes a relatively in-depth
introduction to lasers, with two lectures devoted to the propagation of GB. On average, about
25 students take photonics each year and the pass rate is approximately 80%.
On the other hand, a numerical verification of this work was carried out by graduate
students taking a computational techniques course. Computing in photonics is a 2.5 ECTS
credit core subject that forms part of the Barcelona Master in Photonics: a one-year graduate
program offered jointly by three universities in the Barcelona metropolitan area. It comprises
20 h of lectures and the homework workload is estimated to be 45 h. The syllabus includes
Fourier transform-based beam propagation methods, FDTD methods and integration of
differential equations. On average, about 15 students take the course each year and the pass
rate is close to 90%.
7. Concluding remarks
The study of light beams with Gaussian profile features in undergraduate physics courses.
This kind of beam provides a simple solution to the paraxial Helmholtz equation and can
be used for illustrating a number of physically meaningful spatial characteristics of paraxial
light fields. Usually, for the sake of simplicity, uniformly polarized beams are handled in
analytical calculations, with the electric field vibrating in planes normal to the direction of
propagation. However, a problem arises because this type of field does not fulfill the divergence
condition ∇E = 0. This apparent contradiction is solved by noting that such fields exhibit a
nonzero contribution in the longitudinal direction. Simple analytical expressions have been
derived for the longitudinal component of a Gaussian beam (GB). Two representative cases
have been considered: linearly and circularly uniformly polarized fields. It has been found
that the squared modulus of this component resembles the spatial shape of certain Hermite–
Gauss functions. Moreover, numerical computations have also been shown that indicate that
strongly focused beams (in the non-paraxial regime) exhibit significant values of the magnitude
of the longitudinal component, whereas its contribution is negligible (compared with the
transverse components) for slowly converging beams. The results obtained have been verified
by simulating free propagation of a GB using FDTD. In summary, discussion of the presence
of a longitudinal component in paraxial beams is an illustrative topic that provides a better
understanding of the paraxial approximation for vectorial light fields. This topic is suitable
for both advanced undergraduates and graduate students in physics enrolled in laser theory,
Fourier optics and photonics courses.
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Capítol 2
Discussió
En aquest capítol resumirem els desenvolupaments teòrics que fonamenten
els articles publicats durant la realització del doctorat i que adjuntem en la
segona part d’aquesta tesi. També s’hi incorpora una descripció detallada
de la realització experimental, incloent el procediment de calibratge dels
moduladors, així com les eines informàtiques utilitzades per gestionar els
diferents elements electrònics i per analitzar els resultats obtinguts.
2.1. Desenvolupament teòric
L’argumentació teòrica seguix un fil que passa, primerament, per la síntesi
hologràfica de feixos no uniformement polaritzats. Seguidament, es fa un
repàs del caràcter tridimensional dels camps vectorials de llum, així com de
l’anàlisi del feixos altament focalitzats i parcialment polaritzats. Finalment, es
fonamenta una aplicació del sistema per a la encriptació òptica mitjançant un
claus de polarització sota condicions de molt baixa il·luminació. Cal dir que el
desenvolupament teòric s’emmarca en certs detalls tècnics que s’especifiquen
en la segona secció d’aquest capítol.
Mètode hologràfic
Les pantalles de cristall líquid (LCD) tenen la capacitat de modular la
llum, tant en amplitud com en fase. Per tant, podem representar una certa
modulació amb un valor complex. En aquest sentit, la resposta de modulació
de la pantalla esdevé una corba en el pla complex. Sovint aquesta corba,
composta de 256 punts corresponents als diferents nivells de gris que se li
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pot enviar al modulador, és insuficient. Per tal d’ampliar aquesta modulació
limitada que ens proporcionen els moduladors utilitzem l’holografia digital.
El procediment de codificació hologràfica utilitzat és el descrit per Arrizón
en [ASdlL+02], i que a continuació descrivim breument.
Sigui la modulació Mg proporcionada per la pantalla al aplicar-li un nivell
de gris g= [0,1, ...,255], l’holograma que podem realitzar és
h(x,y) =Â
n,m
Mnmw(x np , y mp) (2.1)
on w(x,y) = rect(x/L) rect(y/L), sent L la mida del píxel, p la separació entre
píxels i (n,m) la posició de cada píxel. Per altra banda, sigui
C(x,y) =Â
n,m
Cnmw(x np,y mp) (2.2)
la modulació que volem aplicar, que tot i no pertànyer a la corba de modulació
intrínseca de la pantalla, pot ser escrita com
Cnm =M
(1)
nm +E
(1)
nm
Cnm =M
(2)
nm +E
(2)
nm
(2.3)
escollint M(1)nm i M
(2)
nm de tal manera que E
(1)
nm = E(2)nm , tal com mostra la Fig.
2.1(a), llavors és immediat que
Cnm =
⇣
M(1)nm +M
(2)
nm
⌘
/2 (2.4)
En [ASdlL+02, MJMHC12, MJMHC13] es mostra com, seguint la
configuració descrita gràficament en Fig. 2.1(b), en z= 2 f d’un sistema 4 f
com el de la Fig. 2.1(d) s’obté la transformada de Fourier de Cnm difractada
en el eix òptic, mentre que els termes corresponents a E(1)nm i E
(2)
nm es difracten
fora de l’eix. D’aquesta manera, bloquejant tots els ordres de difracció tret del
central recuperem, en z= 4 f del mateix sistema 4 f , la modulació desitjada
Cnm. Com podem veure en la mateixa figura, d’una finestra de 2⇥ 2 píxels
passem a un sol valor que ocupa el doble d’àrea, reduint així la resolució a
80
  0.2
  0.4
  0.6
  0.8
  1
30
210
60
240
90
270
120
300
150
330
180 0
 
 
SLM1
SLM2
Cnm
E1nm
E2nm
M2nm
M1nm
M
1
nm
MM
M
nmnm
nm
1
2
2
M
1
11
MM
M
1111
11
1
2
2 M
1
12
MM
M
1212
12
1
2
2
M
1
21
MM
M
2121
21
1
2
2
CC
C
nmnm
nm
v
C 11
C
C
11
11
CC
C
1212
12
C 21
CC 2121
C 11 C12
C 21
Cnm
(b) (c)(a)
(d)
Figura 2.1. (a) Resposta de las pantalles i descripció gràfica de les Eq.
(2.3) i (2.4). (b) i (c) Descripció gràfica de la disposició espacial en
el pla del modulador i de la càmera respectivament. (d) Esquema del
sistema 4 f amb el filtratge dels ordres difractats fora de l’eix òptic.
la meitat tal i com s’indica en la Fig. 2.1(c). Cal esmentar, però, que al
filtrar els diferents ordres de difracció procedents de la disposició pixelada de
la pantalla, en z= 4 f obtenim una distribució continua i suau del feix.
Tal i com es descriu en la segona secció, destinada a la realització
experimental, el sistema utilitzat es basa en un interferòmetre Mach-Zehnder
on, en cada braç, es modula de forma independent cada component del feix.
Per a realitzar aquestes modulacions, situem un modulador a cada braç, als
quals se li aplica la mateixa tècnica hologràfica. Degut a que considerem
que el signe de la fase aplicada per una pantalla és l’oposat al de l’altre, en
la Fig. 2.1(a) mostrem les dues corbes de modulació descrivint trajectòries
oposades.
Gràcies al mètode hologràfic descrit, podem assolir els conjunts de valors
mostrats en la Fig. 2.2. Introduint un desfasament constant mitjançant
un ajustament mecànic en el segon braç de l’interferòmetre, podem variar
la fase inicial de la segona pantalla. D’aquesta manera podem fer que el
solapament dels dos conjunts de valors accessibles cobreixi totalment una
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Figura 2.2. Modulació accessible gràcies al mètode hologràfic.
zona circular centrada en l’origen. Degut a que la fase relativa entre les dues
components és la que determina l’estat de polarització, tot i que cap de les
dues pantalles pugui realitzar una modulació completa en el pla complex,
escollint adequadament la fase a modular per cada pantalla, es pot adquirir
qualsevol estat de polarització que es desitgi.
Sigui ES el camp vectorial que es vol sintetitzar i Ein = gx e1+gy ey el camp
incident al sistema. Podem definir qualsevol estat de polarització, amb una
amplitud total |ES| 0.4 |Ein| , en qualsevol regió de l’espai (x , y) com
ES(x,y) = gx hx(x,y)ex + gy hy(x,y)ey (2.5)
on hx(x,y) i hy(x,y) són les distribucions codificades pels moduladors de les
components x i y, respectivament. ex i ey són els vectors unitaris en sengles
direccions.
Caràcter tridimensional dels camps vectorials de llum
Tot camp electromagnètic compleix les equacions de Maxwell. Pel que fa
a les ones electromagnètiques, sovint se’ns presenta que els camps elèctric i
magnètic són ortogonals entre sí, i ambdós ortogonals també a la direcció de
propagació del feix. Raonament que recau sobre la interpretació del vector
de Poynting, el qual ens indica el flux d’energia electromagnètica i, aquest sí,
sempre és ortogonal al camp electromagnètic. Probablement per un abús del
llenguatge, s’identifica el vector de Poynting amb la direcció de propagació
del feix. Aquesta situació només és certa en les ones planes que, estrictament
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parlant, no són més que una entelèquia ja que no poden existir en la realitat
per la seva no finitud. El fet és que el vector de Poynting no apunta en la
mateixa direcció en tots els punts, a diferencia de la direcció de propagació
que l’entenem com una característica global del feix. En la Fig. 2.3 es mostra
un feix propagant-se cap a la dreta on el vector de Poynting segueix una
trajectòria curvilínia.
Per exemple, podem escriure el camp elèctric d’un feix Gaussià linealment
polaritzat segons la direcció x i propagant-se en la direcció z, en un medi
lliure de càrrega neta i corrents, com
E(x,y,z) = A
z+ zR i
exp
✓
 ik x
2+ y2
z+ zR i
◆
ex (2.6)
on A0 és una constant i zR = pw20/l , sent l la longitud d’ona i w0 la cintura
del feix Gaussià. Aplicant les lleis de Maxwell, concretament — ·E = 0 , i
considerant que Ey ⇡ 0 en tot l’espai (aproximació paraxial) podem estudiar
Ez fent
∂Ez
∂ z
⇡ ∂Ex
∂x
= ikA
x
2(z+ zR i)2
exp
✓
 ik x
2+ y2
z+ zR i
◆
(2.7)
i per tant, la component Ez no pot ser nul·la en tot l’espai [CJM+12].
Com es pot interpretar de la Fig. 2.3, la magnitud de la component Ez
es altament depenent de la divergència del feix, fent-se molt rellevant en els
feixos altament focalitzats. Per aquest motiu, a continuació, farem un anàlisi
Figura 2.3. Trajectòria del vector de Poynting S i disposició del camp
elèctric E al llarg d’un feix Gaussià propagant-se en la direcció de l’eix
z.
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més exhaustiu per aquest tipus de feixos. El camp elèctric en la zona focal
d’un feix focalitzat per un objectiu de microscopi aplanàtic d’alta obertura
numèrica, està descrit per la equació vectorial de Richards-Wolf [RW59]
E(r,f ,z) = A
Z q0
0
Z 2p
0
p
cosq E0(q ,f)eikr sinq cos(f j) e ikz cosq sinq dq dj
(2.8)
on r, f i z són les coordenades cilíndriques que descriuen la zona focal, q i
j són les coordenades sobre l’esfera de referència en la pupil·la de sortida de
l’objectiu i, per tant, q0 és el semi-angle de l’obertura màxima d’aquest. E0
és el camp en la pupil·la de sortida o, també, l’anomenat espectre angular
d’ones planes. Aquest, es pot descompondre com
E0(q ,j) = f1(q ,j) e1 + f2(q ,j) e2 (2.9)
sent f1(q ,j) i f2(q ,j) les components azimutal i radial del feix incident i,
e1 i e2 els vectors unitaris radial i azimutal, respectivament. Com mostra la
Fig. 2.4, e02 és la projecció de e2 sobre el feix col·limat que incideix sobre la
pupil·la d’entrada [MMHJC14]
e1(j) = ( sinj , cosj , 0)
e2(q ,j) = (cosq cosj , cosq sinj , sinq)
e02(j) = (cosj , sinj , 0)
(2.10)
Figura 2.4. Esquema i definició dels vectors en el sistema de focalització.
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Per tal de analitzar com és l’estructura i distribució de la polarització en
la zona focal, escollim una base mútuament ortogonal que es pot escriure en
termes dels vectors unitaris azimutal i radial com
v±(q ,f) =
e±ifp
2
(e2± ie1) (2.11)
d’aquesta manera v±(q ,f)exp(ikr · s) són ones panes circularment
polaritzades, sent dextrogira la indicada amb el signe (+) i levogira
la indicada amb el signe ( ), propagant-se en la direcció s =
(sinq cosf , sinq sinf , cosq ). Així, l’espectre angular E0 es pot entendre
com una superposició d’ones planes amb polaritzacions circulars. Cal
esmentar que, en el límit paraxial (q ! 0), v± = 1p2(1 ,±i , 0) és la base
circular habitual.
Finalment, el camp focalitzat es pot descompondre com E=(E+ , E  , Ez ),
on E± són les contribucions transversals i Ez és la contribució longitudinal
del feix. Seguint l’Eq. (2.8) obtenim
E±(r,f ,z) =
Ap
2
Z q0
0
Z 2p
0
p
cosq
⇥⌥ i f1(q ,j) + cosq f2(q ,j)⇤
⇥ eikr sinq cos(f j)e ikz cosq e⌥ij sinq dq dj
Ez(r,f ,z) = A
Z q0
0
Z 2p
0
p
cosq sinq f2(q ,j)
⇥ eikr sinq cos(f j) e ikz cosq sinq dq dj
(2.12)
Així, per exemple, si volem obtenir un feix altament focalitzat amb la
component transversal circularment polaritzada en qualsevol pla z, imposem
[MMHJC13]
f1(q ,f) =±ig(q) cosq
f2(q ,f) = g(q)
(2.13)
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on g(q) és una funció arbitrària. Integrant les Eq. (2.12) sobre j , obtenim
E+(r,f ,z) = i
4pAp
2
e if
Z q0
0
p
cosq cosq g(q)J1(kr sinq)e ikz cosq sinq dq
E (r,f ,z) = 0
Ez(r,z) = 2p A
Z q0
0
p
cosq sinq g(q)J0(kr sinq)e ikz cosq sinq dq
(2.14)
que correspon a un feix altament focalitzat amb una contribució transversal
circularment polaritzada i una contribució longitudinal no nul·la.
Polarització en feixos altament focalitzats
Per a fer un anàlisi del grau de polarització dels feixos altament focalitzats,
separem l’espectre angular E0 de la següent manera
E0(q ,f) = f+(q ,f)v+(q ,f) + f (q ,f)v (q ,f) (2.15)
on f± són les components circularment polaritzades, el signe (+) correspon
a la dextrogira i el ( ) a la levogira. D’aquesta manera [MHMJC14]
E(r,j,z) = A
q0Z
0
2pZ
0
f(q ,f) bA(q ,f)pcosq eik sinq r cos(f j) e ikzcosq sinqdq df
(2.16)
on bA(q ,f) és la matriu 2⇥ 3 que ens relaciona les dues components en la
pupil·la de sortida f= ( f+ , f ) amb les tres de la zona focal E= (E+ , E  , Ez)
bA(q ,f) = cos2(q/2)  sin2(q/2)e2if 1p2 sinq eif sin2(q/2)e 2if cos2(q/2) 1p
2
sinq e if
!
(2.17)
Així, les propietats de coherència de la polarització del camp focalitzat estan
totalment definides en la matriu de densitat espectral 3⇥3 [BW99] definida
com bW (r1,j1 , r2,j2 , z) = ⌦E†(r1,j1,z) E(r2,j2,z)↵ (2.18)
on la daga † ens indica la matriu transposada conjugada i els parèntesis hi la
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mitjana estadística. D’altra banda, les propietats de la polarització del camp
incident es condensen en la matriu 2⇥2
bF(q1,f1 , q2,f2) = ⌦ f†(q1,f1) f(q2,f2)↵ (2.19)
Seguint les Eq. (2.16), (2.18) i (2.19), aquestes dues matrius es relacionen
segons
bW (r1,j1 , r2,j2 , z) = |A|2 q0Z
0
q0Z
0
2pZ
0
2pZ
0
bA(q1,f1)† bF(q1,f1 , q2,f2) bA(q2,f2)
⇥
p
cosq1
p
cosq2 exp( ikr1 · s1) exp(ikr2 · s2)sinq1 sinq2 dq1 dq2 df1 df2
(2.20)
Per centrar-nos en les components transversals del camp focalitzat,
definirem la nova matriu 2⇥2
cFT (q1,f1 , q2,f2) = cAT (q1,f1)† bF(q1,f1 , q2,f2) cAT (q2,f2) (2.21)
on cAT és la matriu compresa per les dues primeres columnes de bA i, per
tant, les que relacionen el camp incident amb les components transversals
del camp focalitzat. D’aquesta manera, la matriu cWT , que condensa tota la
informació relacionada amb la polarització de les components transversals del
camp focalitzat, es relaciona amb la del camp incident com
cWT (r1,j1 , r2,j2 , z) = |A|2 q0Z
0
q0Z
0
2pZ
0
2pZ
0
cFT (q1,f1 , q2,f2)pcosq1pcosq2
⇥ exp( ikr1 · s1) exp(ikr2 · s2) sinq1 sinq2 dq1 dq2 df1 df2
(2.22)
Els paràmetres d’Stokes dels diferents camps es poden obtenir mitjançant
la traça de la matriu de densitat espectral multiplicada per les matrius de
Pauli sn [BW99]. Per tant els paràmetres d’Stokes en la zona focal
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Sn(r,z) = tr
⇣cWT (r,j,z)sn⌘, per n= 0,1,2,3, es poden obtenir com
Sn(r,z) = |A|2
q0Z
0
q0Z
0
2pZ
0
2pZ
0
Sinn (q1,f1 , q2,f2)
p
cosq1
p
cosq2
⇥ exp( ikr1 · s1) exp(ikr2 · s2) sinq1 sinq2 dq1 dq2 df1 df2
(2.23)
on Sinn (q1,f1 , q2,f2) = tr
⇣cFT (q1,f1 , q2,f2)sn⌘ són els paràmetres d’Stokes
del feix incident. Per tal d’obtenir un feix altament focalitzat amb la
component transversal despolaritzada en qualsevol pla, és a dir amb Sn(r,z) =
0 per n= 1, 2, 3, es proposa un feix incident amb
Sin0 (q1,f1 , q2,f2) = 4g(q1,q2) cos [m (f1 f2)]
Sin1 (q1,f1 , q2,f2) = 4ig(q1,q2) sin [m (f1 f2)]
Sin2 (q1,f1 , q2,f2) = Sin3 (q1,f1 , q2,f2) = 0
(2.24)
on m és un nombre enter relacionat amb la càrrega topològica del feix i
g(q1,q2) és qualsevol funció estrictament positiva que compleixi g(q1,q2) =
g⇤(q1,q2). És pot comprovar com aplicant l’Eq. (2.24) en l’Eq. (2.23)
S0(r,z) = 16p2 |A|2
q0Z
0
q0Z
0
p
cosq1
p
cosq2 g(q1,q2)Jm(kr sinq1)Jm(kr sinq2)
⇥ exp( ikrzcosq2) exp(ikzcosq1) sinq1 sinq2 dq1 dq2
(2.25)
mentre que S1(r,z) = S2(r,z) = S3(r,z) = 0, que correspon a un feix altament
focalitzat amb una contribució transversal sense polarització definida. Per
tant, el feix paraxial que s’ha de focalitzar, mitjançant un microscopi d’alta
obertura numèrica, per generar un feix transversalment despolaritzat i sense
càrrega topològica (m= 1) s’escriu en forma cartesiana com
ES = (i sinf cosq + cosf)g(q)ex+( i cosf sinq + cosf)g(q)ey (2.26)
on g(q), en el nostre cas, és la il·luminació Gaussiana procedent del làser
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i els factors previs són les distribució que han de codificar els hologrames
introduïts en els moduladors.
Encriptació òptica
Per tal d’encriptar una informació real i estrictament positiva t, en forma
de imatge, fem servir el mateix sistema en disposició d’interferòmetre de
Mach-Zehnder que es descriu en la segona secció d’aquest capítol i en
[MCMH+15]. Les dues components cartesianes d’un feix polaritzat a 45 
es separen mitjançant el primer beam spliter polaritzant de l’interferòmetre.
Per una banda, la component x travessa la diapositiva que conté la informació
a encriptar t i una màscara únicament de fase amb disposició aleatòria.
Posteriorment, situat a una distància d1 del text pla t, un modulador
introdueix una mascara d’amplitud M1. Per altra banda, la component y del
feix incident es modulat amb una mascara de faseM2 per una segona pantalla
de cristall líquid. Un cop recombinat el feix en la sortida de l’interferòmetre,
el feix es filtra espacialment per tal de seguir el mètode hologràfic descrit
al inici d’aquesta secció. Finalment, desprès d’haver estat analitzat per una
lamina l/4 i un polaritzador lineal, el text xifrat es recollit per una càmera
situada a d2 del pla conjugat dels moduladors. Per tant, el text xifrat que
arriba al pla de la càmera, abans de ser analitzat per l’analitzador, es pot
escriure com
T= Tx ex + Ty ey = Pr [M1 Pr(t M0 , d1) , d2] ex + Pr(M2 , d2) ey (2.27)
on M0 = exp[if0(x,y)] i M2 = Cexp[if2(x,y)] són les màscares de fase
aleatòriament distribuïdes i C és una constant relacionada amb la quantitat
d’energia que arriba a la segona pantalla. La màscara M1 pren valors reals
estrictament positius entre e i 1, aleatòriament distribuïts. Pr(A , d) és
l’operador de difracció de Fresnel del camp A a una distancia d, mentre que
ex i ey són els vectors unitaris cartesians. D’aquesta manera, Tx = |Tx|exp(itx)
i Ty = |Ty|exp(ity) són els camps que es propaguen per cada braç de
l’interferòmetre i, al ser ortogonals entre sí, no generen patrons d’interferència
sinó una distribució no uniforme de la polaritzacions.
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Per extreure la informació vectorial i complexa del text xifrat T, fem un
estudi polarimètric del feix amb l’ajuda d’un analitzador, compost d’una
làmina retardadora i un polaritzador lineal. Es prenen sis mesures I(q , d )
amb la càmera, on q és l’angle del polaritzador respecte la direcció x i d és
el desfasament entre les components x i y introduït per la làmina. Així, la
distribució dels paràmetres d’Stokes sobre el pla de la càmera s’obté segons
S0 = I( 0  , 0 ) + I( 90  , 0 )
S1 = I( 0  , 0 )   I( 90  , 0 )
S2 = I(45  , 0 )   I(135  , 0 )
S3 = I(45  , p/2)   I(135  , p/2)
(2.28)
Coneixent la distribució dels paràmetres d’Stokes, podem extreure les
amplituds |Tx| i |Ty|, a més de la fase relativa t = ty  tx
|Tx|=
r
S0+S1
2
|Ty|=
r
S0 S1
2
t = arctan
✓
S3
S2
◆ (2.29)
Un cop encriptat el text pla t seguint aquest mètode, s’envia a través d’un
canal segur la distribució |Tx| exp(it). Així, el text t no es pot recuperar sense
conèixer les màscares M1 i M2, a més de les distancies d1 i d2.
La informació xifrada està en l’amplitud complexa de la component x, així
que el primer pas per efectuar la desencriptació és extreure la fase tx del text
xifrat, utilitzant les claus secretes M2 i d2. Posteriorment, s’obté t utilitzant
M1 i d1
tx = arg
 
Pr
⇥
M2 , d2
⇤    t
t =
  Pr Pr⇥ |Tx| exp(itx) ,  d2 ⇤ ·M 11 ,  d1    (2.30)
cal esmentar que, ja que M1 > 0 en tota la màscara, M 11 està ben definida.
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Es pot incrementar molt notablement el grau d’encriptació utilitzant un
sistema de molt baixa il·luminació, on sigui necessari un comptatge de fotons.
En aquestes condicions, podem modelar que la distribució de fotons sobre el
pla de la càmera seguirà una distribució de Poisson [Goo85], la qual ens
descriu que la probabilitat de que un fotó arribi al píxel (xn,yn) és
P(1; xn,ym) = 1  exp( np(xn,ym)) (2.31)
sent np(xn,ym) la irradiància que arriba al píxel (xn,ym), normalitzada a la
irradiància total del feix i al nombre total de fotons NP que arriben a la
càmera
np(xn,ym) = NP
|Tx(xn,ym)|2
ÂN,Mn,m=1 |Tx(xn,ym)|2
(2.32)
on N ⇥M és el nombre total de píxels de la càmera. Per tant, per una
major seguretat es substitueix el text xifrat per |T ph| exp(it), on |T ph| és la
distribució aleatòria i binaria que respon a la probabilitat descrita en la Eq.
(2.31). Per tant la informació descodificada t ph s’extreu seguint una expressió
equivalent a la Eq. (2.30)
t ph =
   PrnPr⇥ |T ph| exp(itx) ,  d2 ⇤ ·M 11 ,  d1o    (2.33)
Aquesta informació desxifrada t ph és binaria i tant sols conté NP punts, així
que no es pot comparar directament amb la imatge t; sinó que, per avaluar
la correspondència amb el missatge inicial t, s’ha d’analitzar la correlació no
lineal
t ph⌦ t =F 1
"
F
 
t ph
 
F (t)⇤
|F (t ph)|1 k |F (t)|1 l
#
(2.34)
on F indica la transformada de Fourier. k i l són els paràmetres de no
linealitat que s’han d’ajustar per tal de que la correlació mostri un pic
marcat quan la informació desxifrada correspongui a la original i, en canvi,
es mantingui plana en cas contrari.
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2.2. Realització experimental
La implementació experimental del sistema es basa en tres grans blocs. El
primer és el disseny del sistema òptic i el solucionament dels problemes trobats
entorn al ajustament fi dels diferents elements. El segon punt important en
la realització experimental ha estat el correcte calibratge dels moduladors
de cristall líquid, ja que representen els elements fonamentals del sistema.
Per últim, un dels aspectes més importants a nivell pràctic ha estat el
desenvolupament del programari específic per aprofitar al màxim les eines
informàtiques. La correcta integració d’aquestes tres parts ha permès obtenir
els resultats publicats en els articles adjuntats i que, al final d’aquesta secció,
en fem una selecció.
Disseny del sistema òptic
Tota la tesi gira entorn al mateix sistema òptic amb lleugeres modificacions
que anirem concretant. La Fig. 2.5 mostra l’esquema del sistema, mentre que
la Fig. 2.6 recull quatre fotografies del muntatge experimental. El sistema
es il·luminat amb un feix col·limat procedent d’un làser de He-Ne, amb
una longitud d’ona l = 633nm , linealment polaritzat a 45  mitjançant el
polaritzador P. La base del muntatge és la disposició d’interferòmetre de
Mach-Zehnder format pels beam spliters polaritzants PBS i els miralls M.
Figura 2.5. Esquema del disseny del sistema òptic utilitzat.
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Figura 2.6. Muntatge experimental. (a) Vista general del sistema òptic.
(b) Detall dels moduladors en l’interferòmetre Mach-Zehnder. (c)
Detall del sistema d’alta focalització. (d) Detall del diafragma filtrant
els ordres difractats fora de l’eix òptic.
Aquesta configuració ens permet manipular de manera independent les dues
components del feix incident, utilitzant un modulador de cristall líquid SLM
en cada braç de l’interferòmetre. En la Fig. 2.6(b) podem veure els dos
moduladors en l’interior de l’interferòmetre. Aquests moduladors treballen
modificant la polarització del camp incident en funció del nivell de gris
enviat a cada píxel. Per aquest motiu, cal preparar molt curosament l’estat
de polarització d’aquest camp incident. Això ho podem fer utilitzant les
làmines retardadores HWP i QWP. Amb la modulació independent de cada
component en cada braç, podem realitzar feixos amb una disposició espacial
de la polarització de manera totalment arbitrària. És a dir, amb qualsevol
estat de polarització en cada punt de la secció del feix.
Per ampliar la modulació intrínseca de les pantalles, utilitzem el mètode
hologràfic descrit en la primera secció d’aquest capítol. Aquest mètode
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requereix un filtratge dels ordres allunyats de l’eix en un correlador de Fourier
4 f . Així que, un cop reagrupades les dues components en la sortida de
l’interferòmetre, es situa un diafragma en el pla focal d’una primera lent
L2 i, tot seguit, una segona lent L3 recol·lima el feix. En la Fig. 2.6(d) es
poden veure els ordres filtrats.
Finalment, per una banda, una càmera CCD1 situada en el pla conjugat
dels moduladors captura la imatge del feix sintetitzat. Per l’altra banda, el feix
sintetitzat incideix en un objectiu de microscopi amb gran obertura numèrica
MO. Un cop reflectit en un portaobjectes convencional, el mateix objectiu
recull el feix i una última lent L4 forma la imatge del pla d’observació en una
segona càmera CCD2. Un analitzador format per una làmina retardadora i un
polaritzador lineal, en front de cada càmera, ens permet conèixer la distribució
de la polarització del feix capturat. La Fig. 2.6(c) detalla el sistema de
focalització.
Per als feixos altament focalitzats és molt important tenir un bon control
de la posició z del pla d’observació. Per manipular aquest paràmetre, el
portaobjectes situat en la zona focal de l’objectiu de microscopi està col·locat
sobre una muntura mòbil. Per a fer un escombratge en z, es prenen imatges
amb la càmera CCD2 per diferents distancies de la muntura a l’objectiu de
microscopi.
En la generació de feixos parcialment polaritzats, necessitem un camp
incident a l’interferòmetre amb les dues components no correlacionades.
D’aquesta manera, tot i que els moduladors manipulen les dues components
individualment, després de reagrupar-se en el segon beam spliter, el feix
segueix comptant amb les components descorrelacionades. Al utilitzar un
làser d’He-Ne sense finestra de Brewster, el feix emergent és completament
despolaritzat i, per tant, retirant el polaritzador P les components en cada
braç de l’interferòmetre resten descorrelacionades.
En la implementació del mètode d’encriptació òptic s’ha utilitzat un
díode làser, amb una longitud d’ona l = 520nm, acoblat a una fibra òptica
monomode. Com s’indica en l’argumentació teòrica, per una banda, el text
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pla t es situa a una distancia d1 abans del modulador SLM1 i, per altra banda,
la càmera CCD1 s’allunya una distancia d2 del pla conjugat dels moduladors,
com s’indica en la Fig. 2.5. Cal dir que, s’ha hagut de canviar la configuració
de les làmines retardadores HWP i QWP per tal d’obtenir la resposta de
modulació adequada, ja que la modulació és altament depenent de la longitud
d’ona i els requeriments d’aquest experiment són diferents.
Cal dir que, al manipular les dues components transversals del camp en
braços independents, al recombinar-les a la sortida de l’interferòmetre, el feix
emergent recull les aberracions arbitràries introduïdes per ambdós braços.
Aquestes aberracions, traduïdes en fases, alteren la polarització final en cada
punt del front d’ona. Per aquest motiu, una de les debilitats del sistema
és l’ajustament crític dels elements que configuren l’interferòmetre. Per
millorar aquest aspecte s’han pres un parell de mesures molt importants. La
primera, correspon en minimitzar les fonts de distorsió del front d’ona, així
que s’ha reduït el nombre d’elements en el sí de l’interferòmetre alhora que
s’ha maximitzat la qualitat dels presents. La segona, ha estat per evitar la
distorsió exterior més important que hem trobat. Com que els moduladors de
cristall líquid compten amb una àrea significativament gran en comparació al
gruix, els petits fluxos d’aire deformen notablement la superfície, introduint
així una distorsió no estàtica. Per evitar aquesta dificultat s’ha tancat en
una capsa de metacrilat la part del sistema corresponent a l’interferòmetre,
reduint molt significativament les distorsions procedents dels fluxos d’aire.
Calibratge dels moduladors de cristall líquid
Les pantalles de cristall líquid del tipus Twist Nematic, com les utilitzades
en aquest sistema, modifiquen l’estat de polarització de la llum incident en
major o menor mesura depenent del nivell de gris aplicat des de l’ordinador.
Concretament, a més d’introduir una fase en el feix, roten un cert angle el
pla d’oscil·lació del camp elèctric en funció del nivell de gris [MVFP+03]. Per
tant, per tal d’aconseguir una modulació amb una polarització invariant al
nivell de gris aplicat, cal col·lapsar l’estat de polarització del feix emergent
amb un polaritzador lineal. D’aquesta manera, la modulació en funció del
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nivell de gris és fortament depenent, tant de l’estat de polarització incident,
com del angle de projecció de l’estat emergent.
Per una banda, controlem l’estat de polarització incident al modulador
aplicant una làmina de mitja ona (l/2) i una làmina d’un quart d’ona (l/4)
en el feix linealment polaritzat procedent del làser. La làmina de mitja ona
rota el pla d’oscil·lació del feix un angle Q= 2al/2, mentre que la làmina d’un
quart d’ona retarda les dues components del feix una fase d = 2al/4, sent
a l’angle entre el pla d’oscil·lació incident i l’eix ràpid de cada làmina. Amb
aquesta combinació, tenim total control del feix que arriba al modulador, ja
que es pot aconseguir qualsevol estat de polarització escollint apropiadament
la configuració de les làmines. Per altra banda, la projecció de l’estat de
polarització emergent del modulador la realitzem amb el propi beam spliter
polaritzant de l’interferòmetre, ja que l’angle òptim de la projecció és de 90 
respecte l’horitzontal del modulador i d’aquesta manera reduïm el nombre
d’elements a l’interior de l’interferòmetre.
Aprofitant la disposició en interferòmetre, utilitzem un braç com a
referència per avaluar la fase introduïda pel modulador de l’altre braç.
Desajustant lleugerament un dels braços, obtenim en la sortida de
l’interferòmetre un patró d’interferències rectilínies i paral·leles, com podem
veure en la Fig. 2.7(a). Per tal de conèixer d’una manera aproximada la
resposta del modulador col·locat en un dels braços de l’interferòmetre, li
enviem un gradient de nivells de grisos i observem com es desplacen les franges
d’interferència. D’aquesta manera, podem estimar la fase afegida en funció
del nivell de gris aplicat. Paral·lelament, tapant el braç que utilitzem com
a referència, desapareixen les interferències i observem com s’atenua el feix
en cada zona, estimant així la modulació en amplitud. Fent una escombrada
pels diferents angles de les làmines retardadores, triem una combinació que
s’ajusti a les nostres necessitats.
Per tal de realitzar un calibratge fi, per una configuració de les làmines
concreta, haurem de prendre mesures del desplaçament de les franges i de
l’atenuació per cada nivell de gris. Per una banda, per tal d’avaluar la fase
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Figura 2.7. Procés de calibratge. (a) i (b) mostren les interferències
capturades per les càmeres al aplicar en els SLM la modulació indicada.
(c) i (d) mostren els perfils marcats amb les línies verdes en (a) i (b)
respectivament.
introduïda pel modulador, li enviem una imatge amb la meitat superior amb
el nivell de gris g a calibrar i amb la meitat inferior amb el nivell de gris de
referència g0 = 0. Veurem com les franges superior es desplaçaran a mesura
que canviem el nivell de gris g. Les Fig. 2.7(a) i 2.7(b) mostren les imatges
corresponents al calibratge del nivell de gris g= 0 i g= 170, respectivament.
Les Fig. 2.7(c) i 2.7(d) mostren els perfils indicats amb la línia verda en
les imatges capturades per la càmera. Aquests perfils han estat filtrats en el
espai de Fourier per tal d’eliminar el soroll. La fase introduïda la avaluem
seguint
f = 2p D
P
(2.35)
on D i P són el desplaçament i el període de les franges, respectivament,
mesurat en píxels. S’ha pogut comprovar com utilitzant una càmera amb 14
bits de rang dinàmic, la precisió en la determinació de la fase de modulació
augmenta significativament. Escombrant pels diferents nivells de gris obtenim
la resposta de modulació mostrada en Fig. 2.8(a).
Per altra banda, per tal d’avaluar l’amplitud de modulació, treballem
únicament amb el braç de l’interferòmetre on es troba el modulador que
s’està calibrant, bloquejant el braç de referència. Repetint el procediment,
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Figura 2.8. Resposta de modulació en (a) amplitud i (b) fase. (c)
Representació polar de la resposta de modulació.
comparem la irradiància rebuda en cada zona i, per tant, l’amplitud de
modulació es calcula com
T =
r
Is
Ii
(2.36)
on Is i Ii és la mitjana dels valors capturats per la càmera en la zona superior
i en la zona inferior, respectivament. Fent una escombrada per tots els nivells
de gris obtenim la modulació mostrada en Fig. 2.8(b).
Combinant la informació referent a la fase amb la de l’amplitud, podem
mostrar la resposta de modulació en el pla complex. La Fig. 2.8(c) conté
els 256 punts corresponents als nivells de gris que pot rebre el modulador.
L’angle entre l’eix real positiu i cada punt ens indica la fase de modulació,
mentre que la distància al centre ens mostra l’amplitud de modulació.
Disseny d’eines informàtiques
Tant per controlar els moduladors de cristall líquid, com per obtenir la
informació capturada per les càmeres, necessitem l’ordinador. En especial,
un bon programari de gestió i processament d’imatges, ja que tant
els moduladors com les càmeres treballen amb arxius d’imatges. Per
a comunicar-nos amb els elements electrònics del sistema òptic s’ha
desenvolupat una sèrie de programes amb LabView. A més de l’adequada
comunicació amb el sistema, es necessari tot un seguit d’eines computacionals
tant, per a generar els hologrames que mostraran les pantalles, com per fer
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l’anàlisi corresponent de les imatges capturades per les càmeres. Tot aquest
processat d’imatge s’ha fet amb una sèrie de codis de MatLab.
Primerament, s’ha desenvolupat un programa amb LabView que ens
permet calibrar els moduladors. Està preparat per funcionar d’una manera
semi-automatitzada, ja que el propi programa ens va indicant els passos a
seguir en la finestra 1 de la Fig. 2.9. Els requadres 2 i 3 s’encarreguen
de controlar i monitoritzar els moduladors SLM1 i SLM2, respectivament. El
primer pas que s’ha d’efectuar és assegurar-se de que el reticle mostrat en 4
queda ben centrat en el feix tot fent córrer els desplaçables 5 , en 6 podem
veure el que recull la càmera. Amb el botó 7 podem commutar entre el
reticle, per situar-nos, i el gradient, per estimar la resposta de modulació. El
botó 8 permet activar i desactivar el modulador en qüestió.
Un cop tot alineat seguint les instruccions de 1 , podem començar el
calibratge prement el botó 9 . El programa començarà a enviar imatges al
modulador corresponent per tal de que la part inferior del feix sigui modulada
1
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Figura 2.9. Software realitzat amb LabView que recull la resposta dels
moduladors en funció al nivell de gris mostrat en les pantalles.
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pel nivell de gris g0 = 0, corresponent al de referència, i la part superior
amb el nivell de gris a calibrar. Per cada nivell de gris s’enregistrarà la
imatge capturada per la càmera. La barra 10 ens mostra el progrés del
calibratge. Aquest procés es realitzarà sis vegades amb condicions diferents,
com indica la cadena de passos 11 . ph_M_A ens indica que s’està avaluant
la fase de modulació del SLMM amb l’analitzador col·locat a A , mentre
que I_M ens avisa de que s’està avaluant l’amplitud de modulació del
SLMM. En tot moment la finestra 1 ens recordarà el què s’ha de manipular
manualment en el sistema òptic, com ara rotar l’analitzador o bloquejar
un braç de l’interferòmetre. S’ha pogut comprovar que, avaluant la fase
amb l’analitzador, primerament, a 45  i, seguidament, a 135 , i realitzant
la mitjana d’ambdós resultats, l’error associat a la mesura es redueix
significativament.
Finalment, en les pestanyes 12 es mostraran les gràfiques dels calibratges
realitzats. Cal dir que, el processat de les imatges capturades, per
obtenir la resposta de modulació, es realitza cridant un seguit de codis
desenvolupats en MatLab. Tota la informació generada s’emmagatzema en
un directori especificat amb l’etiqueta entrada en 13 , especialment l’arxiu
SLMresponse.dat que conté tabulada la resposta de modulació de les
pantalles.
Un cop coneguda la resposta de modulació de les pantalles, seguint el
mètode hologràfic descrit en la primera secció d’aquest capítol, es generen els
hologrames que s’enviaran als moduladors mitjançant els codis mapGen.m i
holoGen.m escrits en Matlab1. El codi mapGen.m que calcula els valors
accessibles mitjançant la codificació hologràfica descrita, i genera l’arxiu
AccessValues.dat amb aquests valors tabulats i etiquetats amb els
nivells de gris necessaris per obtenir-los. L’annex A també s’inclou la funció
holoGen.m que genera els hologrames per crear el feix amb la distribució
d’amplituds i fases que se li passa com a matrius d’entrada. Els hologrames
generats són els arxius d’imatge de 8 bits que es carregaran en els moduladors.
1Es poden consultar els codis en https://goo.gl/gMGl4p
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Un cop tenim els hologrames generats, tant sols ens resta introduir-los
als moduladors. Aquest pas el fem amb un programa, semblant al de
calibratge, que ens permet enviar qualsevol imatge als moduladors alhora
que monitoritzem el que recullen les càmeres. En la Fig. 2.10 es pot apreciar
l’aspecte del programa dissenyat. Els requadres 1 i 2 controlen el modulador
SLM1 i SLM2, respectivament, i són completament equivalents en quant
a opcions. En 1 mostrem la pestanya de posicionament, que ens permet
moure l’holograma pel modulador a través dels desplaçables 3 i així centrar
l’holograma a on ens convingui. En 2 mostrem la pestanya que carrega la
imatge en el modulador. En la llista 4 podem escollir varies opcions per
carregar l’holograma en el modulador.
Choose an Image: Se’ns obrirà un diàleg de navegació per triar un arxiu
d’imatge emmagatzemat en l’ordinador.
Test Pattern: És el reticle carregat per la pantalla SLM1 i que ens permet
situar-nos en el feix i centrar els hologrames.
1
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Figura 2.10. Software realitzat amb LabView per a gestionar els
moduladors i les càmeres.
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Switch OFF: Carrega l’holograma que genera la mínima amplitud de
modulació possible en tota l’àrea per tal d’atenuar al màxim el feix.
Gray Level: Carrega una imatge amb el nivell de gris triat amb el desplaçable
5 i indicat en 6 . El botó 7 permet commutar entre una imatge
totalment plana i una imatge amb la meitat superior amb el valor triat
i la meitat inferior amb el nivell de gris g0 = 0 per prendre’l com a
referència.
Hologram: Carrega l’holograma amb l’etiqueta triada en 8 .
Arbitrary Value: Carrega l’holograma que genera l’amplitud i la fase triats
amb els desplaçables 5 . El botó 7 permet commutar entre, una imatge
que genera la modulació escollida en tota l’àrea, i una amb la meitat
superior amb la modulació triada i la inferior amb una amplitud T0 = 1
i una fase d0 = 0, per utilitzar-la com a referència.
All Gray levels: Carrega un gradient amb tots els nivells de gris.
El commutador 9 permet activar/desactivar el modulador. Quan està
desactivat mostra el fons d’escriptori, que en el nostre cas és un fons pla
negre i, per tant, un nivell de gris g0 = 0. El botó 10 pretén commutar
entre dos mètodes hologràfics diferents, mentre que el 11 pretén activar una
màscara que corregeix les aberracions introduïdes pels diferents elements del
sistema. Aquestes dues opcions no són operatives en la versió actual del
programa.
El quadre 12 controla i ens aporta la informació capturada per les càmeres.
Amb 13 podem commutar entre la càmera Paraxial i Focused corresponents
a les càmeres CCD1 i CCD2, respectivament. El monitor 14 mostra la imatge
capturada per la càmera corresponent, mentre que el botó 15 ens permet
enregistrar la imatge obtinguda mitjançant un diàleg de navegació. La gràfica
de 16 mostra l’histograma alhora que la barra ens indica el nombre de píxels
saturats en la càmera. Finalment, el botó 17 atura el programa.
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2.3. Resultats
Per il·lustrar el correcte funcionament del sistema, a continuació avaluarem
alguns dels resultats més notables dels que s’han obtingut. Tots els resultats
que a continuació s’analitzaran s’han publicat en els articles adjuntats en la
segona part d’aquesta tesis.
Síntesi de feixos no uniformement polaritzats
Primerament, per comprovar el mètode de síntesi de feixos mitjançant la
tècnica hologràfica descrita, s’ha desenvolupat una serie de feixos paraxials
amb una polarització no uniformement distribuïda [MJMHC13]. Per exemple,
s’ha calculat els hologrames (Fig. 2.11) que generen un feix amb un perfil de
Laguerre-Gauss LG10 on la part central està radialment polaritzada, mentre
que l’anell exterior està azimutalment polaritzat, com s’esquematitza en la
Fig. 2.12(a).
En la Fig. 2.12(b) es recull el què captura directament la càmera i que, per
tant, correspon a la irradiància. Cal recordar que el feix incident al sistema
té un perfil Gaussià, procedent de la col·limació del feix emergent de la
fibra monomode, i per tant el perfil de Laguerre-Gauss LG10 s’ha realitzat
hologràficament. En les Fig. 2.12(c-f) es mostra el feix analitzat amb el
polaritzador a 0 , 45 , 90  i 135 , respectivament. Com es pot veure, tant
la forma del feix com la distribució de la polarització és la esperada, indicant
una correcta implementació del mètode hologràfic.
(a) (b)
Figura 2.11. Hologrames carregats per els moduladors (a) SLM1 i (b)
SLM2.
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Figura 2.12. Síntesi experimental d’un feix Laguerre-Gauss LG10 amb
la part central radialment polaritzada i l’anell exterior azimutalment
polaritzada.
Camps altament focalitzats arbitràriament polaritzats
Un cop desenvolupat el mètode de síntesi de feixos paraxials, s’ha
prosseguit a la focalització, amb un objectiu d’alta obertura numèrica, de
camps amb una distribució arbitrària de la polarització. En aquest punt, ens
proposem generar un camp altament focalitzat (NA=0.85) i circularment
polaritzat en qualsevol pla transversal a l’eix òptic, com s’ha descrit en
les Eq. (2.14). Per a sintetitzar aquest feix, s’ha implementat la parella
d’hologrames que codifiquen la distribució de l’Eq. (2.13), que en forma
cartesiana s’escriu [MMHJC14]
ES = g(q)( i sinf cosq + cosf) ex+g(q)(i cosf cosq + sinf) ey (2.37)
on g(q) és la il·luminació Gaussiana procedent del làser i els termes entre
parèntesis són les distribucions codificades ens els hologrames.
S’ha avaluat el feix en tres plans d’observació diferents entorn al focus. En
la Fig. 2.13 es mostren els perfils de la distribució de la irradiaància del feix.
S’ha comparat amb els resultats numèrics i, d’aquesta manera, s’ha estimat
la posició z del pla d’observació.
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Figura 2.13. Resultats experimentals. La primera fila mostra les
imatges capturades per la càmera 2. En la segona fila es mostren
els perfils (punts negres) dels feixos experimentals i (línia vermella)
dels resultats numèrics per z= 3.5l , z= 5l i z= 7l .
La Fig. 2.14 mostra les imatges d’Stokes calculades seguint l’Eq. (2.28).
Es pot veure com el feix presenta una distribució de la polarització clarament
circular, ja que S3 és molt proper a la unitat en tota la zona on el camp és
rellevant, mentre que S1 i S2 resten propers a zero. Per a quantificar aquest
caràcter circular s’ha calculat els valors cumulatius
S2i =
ÂS2i (n,m)
ÂS20(n,m)
i= 1,2,3 (2.38)
sent (n,m) la posició del píxel sobre la imatge d’Stokes corresponent. En la
Taula 2.1 es pot comprovar com el feix manté el caràcter circular pels tres
plans d’observació analitzats.
z S1 S2 S3
-3.5l 0.053 0.044 0.965
-5l 0.051 0.045 0.966
-7l 0.052 0.047 0.967
Taula 2.1. Valors experimentals dels Si per tres plans d’observació z
diferents.
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Figura 2.14. Imatges d’Stokes obtingudes experimentalment del feix
altament focalitzat i circularment polaritzat per a z= 3.5l .
Generació de camps altament focalitzats i parcialment
polaritzats
Per dotar de practisitat l’estudi del grau de polarització en feixos altament
focalitzats, s’ha desenvolupament un feix amb les components transversals
despolaritzades i amb una component longitudinal no nul·la. Com hem vist en
l’argumentació teòrica, un feix descrit amb les Eq. (2.24), un cop focalitzat,
genera un camp amb aquestes condicions. Així que, per realitzar aquest feix,
codifiquem hologràficament el feix expressat en l’Eq. (2.26) i el focalitzem
amb un objectiu de microscopi amb NA=0.85 [MHMJC14].
En la primera fila de la Fig. 2.15 recollim les imatges d’Stokes calculades
directament en la sortida de la fibra del làser d’He-Ne. Com podem veure,
el grau de polarització del feix emergent del làser és molt petit. Així que, les
components radial i azimutal son de la mateixa magnitud. Si focalitzéssim
directament aquest feix, obtindríem una distribució de la polarització que
tendiria a l’azimutal, ja que part de la contribució radial es projectaria en la
component longitudinal al focalitzar el feix. Per aquest motiu, cal modular-lo
com s’ha indicat anteriorment. La segona i tercera fila de la Fig. 2.15
corresponen a les imatges d’Stokes del feix modulat segons l’Eq (2.26), en
z = 2l i z = 4l , respectivament. Podem observar com S1, S2 i S3 són molt
proper a zero pels dos plans en la zona focal. Com en l’anterior cas, s’ha
estimat la posició z comparant els perfils del feix amb els resultats numèrics.
Per avaluar el grau de polarització global del feix en cada pla, en aquest
cas, definim les mitjanes dels paràmetres d’Stokes sobre el feix Si i el grau de
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Figura 2.15. Imatges d’Stokes obtingudes experimentalment. La
primera fila correspon al feix emergent del làser, mentre que les dues
següents files corresponen a z= 2l i z= 4l per al pla d’observació de
la zona focal.
polarització transversal P2D del feix com
Si =
ÂSi(n,m)
ÂS0(n,m)
i= 1,2,3
P2D =
Â
⇥
S21(n,m)+S
2
2(n,m)+S
2
3(n,m)
⇤
ÂS20(n,m)
(2.39)
La Taula 2.2 recull els valors calculats pels tres plan avaluats. Es pot
comprovar com el grau de polarització dels feix focalitzat es manté amb el
mateix ordre de magnitud que l’emergent directament del làser.
S1 S2 S3 P2D
Làser He-Ne -0.06 0.04 0.04 0.10
z= 2l 0.08 -0.02 0.01 0.08
z= 4l -0.04 0.03 -0.01 0.10
Taula 2.2. Valors experimentals de les paràmetres d’Stokes mitjos Si i
el grau de polarització transversal P2D, per al feix procedent del làser
i per dos plans d’observació z diferents.
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Encriptació òptica mitjançant claus de polarització
Finalment, aprofitant el mateix muntatge òptic s’ha implementat una
tècnica d’encriptació en la polarització sota condicions de molt baixa
il·luminació. Aquesta tècnica representa l’eina de caire més aplicativa del
sistema presentat. S’ha realitzat l’encriptació de dues informacions. Una
conté la imatge que considerem correcte t, mentre que l’altre correspon a
una imatge diferent f , tal i com es mostra en la Fig. 2.16. S’ha utilitzat el
mateix test USAF 1951 rotat 90  per al text fals per facilitar la implementació
experimental. La idea principal recau en que la informació xifrada és una
distribució no uniforme i aleatòria de la polarització, tal i com mostren les
(a) (b)
Figura 2.16. Imatges utilitzades en el mètode d’encriptació com a (a)
missatge cert t i (b) missatge fals f .
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Figura 2.17. Imatges d’Stokes del text t xifrat com a distribució no
uniforme de la polarització.
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imatges d’Stokes de la Fig. 2.17 avaluades experimentalment com indica
l’Eq. (2.28) [MCMH+15].
Extreien l’amplitud complexa de les dues components transversals del feix,
tal i com s’indica en l’Eq. (2.29) i aplicant les mascares secretes en l’algoritme
de descodificació de l’Eq. (2.30), es pot recuperar la informació privada.
Per incrementar el grau de seguretat en els mètodes d’encriptació òptica,
sovint s’utilitzen condicions de molt baixa il·luminació. Per aquest motiu s’ha
simulat, sobre els resultats experimentals, el funcionament de la tècnica amb
NP = 3000 fotons, equivalent a un 1% dels píxels de la càmera excitats.
Al treballar amb un nombre reduït de fotons, és impossible reconstruir la
informació xifrada. Per tant, el procediment a seguir per comprovar la validesa
de la informació és comparar-lo, mitjançant la correlació no lineal indicada
en l’Eq. (2.34), amb el què es creu que representa . Indicarem amb t ph la
informació que conté el missatge correcte i amb f ph el que conté el missatge
fals. Es comparen ambdues distribucions binaries amb la informació inicial t,
mitjançant la correlació no lineal, per tal d’avaluar el triatge.
El pic en la correlació de la Fig. 2.18(a) indica que t ph conté la informació
correcte, mentre que la manca de pic en la correlació de la Fig. 2.18(b)
revela que f ph procedeix d’una informació falsa.
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Figura 2.18. Correlació no lineal de (a) t ph⌦ t i (b) f ph⌦ t. Aquestes
correlacions s’ha realitzat amb els termes de no linealitat k = 0.1 i
l = 0.7.
109

Capítol 3
Conclusions
L’estudi dels camps vectorials de llum amb polarització tridimensional no
uniformement distribuïda és una àrea de la òptica, tant fonamental com
aplicada, que es troba a l’avantguarda del coneixement. Tot i demostrat
el gran interès en aplicacions molt diverses, encara avui en dia, la síntesi
d’aquests camps és una tasca desafiant. En el desenvolupament d’aquesta
tesi s’ha dissenyat i implementat un sistema que permet generar aquest tipus
de feixos, obtenint les següents conclusions:
– S’ha realitzat un protocol i un programari per tal d’avaluar la resposta
de modulació dels moduladors de cristall líquid. En la realització
d’aquesta tesi s’ha utilitzat dos moduladors del tipus Twist Nematic
del model Holoeye HEO 0017.
– S’ha implementat un mètode d’holografia digital per obtenir una
completa modulació complexa. Utilitzant els moduladors esmentats
per un feix procedent d’un làser d’He-Ne, amb una longitud d’ona de
l = 633nm, és impossible obtenir una modulació completa de la fase.
Tot i comptar amb aquest inconvenient, s’ha aconseguit una modulació
complexa quasi total gràcies a l’acoblament entre la modulació de fase
i amplitud inherent en aquest tipus de moduladors.
– S’ha dissenyat i dut a terme un muntatge basat en una configuració
d’interferòmetre de Mach-Zehnder per tal de manipular les dues
components transversals del feix incident, d’una manera independent,
en el sí de cada braç de l’interferòmetre. Aquesta configuració,
juntament amb la tècnica hologràfica, permeten generar feixos paraxials
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amb una forma i una distribució de la polarització totalment arbitrària.
– S’han avaluat les fonts de distorsió, en el sí del sistema de síntesi de
feixos, i s’han minimitzat per tal d’obtenir experimentalment els camps
dissenyats.
– S’ha generat una serie de feixos amb perfils i polaritzacions no
uniformes diverses per tal de comprovar la viabilitat i el correcte
funcionament del sistema de síntesi de feixos.
– Aprofitant aquest sistema, s’ha dissenyat un mètode d’encriptació
òptica basat en la polarimetria. Per incrementar el nivell de seguretat
del sistema, s’ha simulat la resposta del mètode sota condicions de
molt baixa il·luminació.
– S’ha estudiat com afecta la distribució de la polarització d’un feix, al ser
altament focalitzat, en l’estructura vectorial del camp en la zona focal.
L’anàlisi s’ha realitzat en el marc de la teoria vectorial desenvolupada
per B. Richards i E. Wolf.
– S’ha sintetitzat un feix altament focalitzat, amb una obertura
numèrica NA=0.85, el qual compta amb les components transversals
circularment polaritzades en qualsevol pla en la regió focal.
– S’ha estudiat el grau de polarització dels feixos altament focalitzats
en funció de la distribució de la polarització del camp incident.
L’argumentació s’ha desenvolupat en el marc de la matriu de densitat
espectral, analitzant els paràmetres d’Stokes generalitzats.
– S’ha implementat experimentalment un feix altament focalitzat amb
les components transversals no correlacionades i amb la component
longitudinal no nul·la.
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